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Sur les équations fonctionnelles qui définis- 
sent une courbe ou une surface invariante 
par une transformation. 



(Par Samukl Lattks, à Aix.) 



INTliODUCTlON. 

l. Ijos équations fonctioniioUos soiit, dans lo sons lo plus general, des 
óquatìons détinissant dos fonolioiis iiicoiiiiuos par dos relalions entro cos 
fonetions incoiinues et des foiiotions doiiiióos. 

11 existe bioii des oalégorìos (ré(piati(>ns fonclionnelles suivant la nature de 
cos relations. Une prenìière classe par exeniple est constituée par les équations 
ditTérentielles. D'autres é(fuati()ns, étudiées [)ar divers géomètres, fornient une 
deuxiènie classe: ce sont celles qui dólinissent une fonction inconnue par les 
valeurs que prennent certaines intégrales définies dépendant de cotte fonction. 

On pout coneevoir encore bien d'autres espèces d'équations fonctionnelles: 
mais, si on excepto les deux classes précédentes, il senible que les équations 
fonctionnelles étudiés jusqu'ici aient été surtout celles qui definissent les fone- 
tions inconnues par des égalités entro les valeurs de ces fonetions et les 
valeurs qu'elles prennent lorscfu'on y reniplace les variables par des fonetions 
connues ou memo inconnues des niénies variables. Divers jréomètres se sont 
occupés des é(|uations de cotte nature: je citeiai, sur ce sujet, les travaux 
d'ABEL(*) et de MM. Kcexkjs (**), Grkvv (***), Lkau (****), Bourlet (*****). 



(*) (Euvres complétes, t. II, pii^r. «i^). 

(**) Recherches sur les substituthns unifonnes (BuUet. des Sciences ma théni. «'•*•, 1883). 
— Reclierches sur les équations fonctionnelles (Amialea de TEcole Normale, 188i). - Son- 



velles recherches sur les équat. fonctiminelles (Annales de TKcole Normale, 1885). 



(***) Sur les équat. fonctionnelles (Annales de rKcole Normale, 1894). 
(****) Ètude sur les èquat, fonctionnelles a une ou à plusieurs rarmò/es (Annales de la 
faeulté des Sciences de Tonio use, tome XI, 1897). 

(*****) Sur les opérations en {itUi*'ral et les équations différentielles linmires d'ordre in fini 
(Annales de TÉcole Normale, 18<.)7). — Sur certains équations analogues aux équations dif- 
férentielles (Annales de TÉcole Normale, 18^H)). 
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Farmi ces dernières équations, une catégorie particulière importante est 
foniìée iles équations qui délìnissent une multiplicité, courbe ou surface, in- 
variante par une transformation. 

On sait que la recherche d'une multiplicité invariante par un proupe 
conVmu de transformations dépend d'équations différentielles ou d'équations 
aux dérivées partielles. Mais si, au lieu d'un groupe continu, on considère 
une transformation isolée^ la recherche d'une multiplicité invariante par cette 
transformation dépend iVéquations foìicUonnelles, 

C'est ainsi que les équations suivantes, étudiées par M. K(KNKjs, el où 
'y (x) désipne la fonction inconnue : 

']f [? (x)] = '\f (x) ^- a ^ [9 (x)] = a '\f (x) 

'^r}(^;j=/'(^) 'y[/'(^)i=?i^(^)] 

défiinssent les courbes y = ò{x) invariantes respectivemcnt par les transfor- 
mations ponctuelles suivantes : 

^ X = 9(ar) J X = ^{x) \ X = y \ X = f(x) 

(y=i/-ra ÌY=ay ÌY^fix) ìy=?(f/). 

± Le but de ce tra va il est d'étudier les équations fonctionnelles qui 
définissent une courbe ou une surface invariante par une transformation. 

Les ti'ansformations que j'envisage sont de deux espèces ditférentes. 

Daiis la piemière partie, je considère des transformations ponctuelles à 
deux ou à trois variables. Soit par exemple : 

X = f(x, y, z) Y = 9 (x, y, z) Z = (x, y, z) 

une transformation à trois variables: une surface z = ò(x, y) invariante par 
c(»tte transformation est défini(» par Téquation fonctionnelle : 

•m (^. z/i y i-^^ ;y)) , ? [^^ y. 1 (^, y)] = \x, y, ^ (x. y) 

De méme mie courbe invariante y=--'!^(x) z = y{x) est défmie par un 
systeme de deux écpiations fonctionnelles à deux fonctions inconnues. 

Dans ses travaux sur les écjuations différentielles, M/ Poincaré a été 
amene à étudi(»r de celle facon les courbes invariantes par une transforma- 
tion à deux variables et passant par un point doublé de la transforma- 



ou mie sur face invariante par tuie transformation. »I 



tion: il a démoritré dans un cas très {^renerai rexisteiiee de deux pareillos 
courbes (*). J'expose la méthode eiiìployóe par M/ Poincaré eii la modiiiant 
de facon à Tétendre aux cas cpril n'avait pas eu à cnvisafrer, pour robjet 
(|u'il se proposait. .remploie une niéthode analopue pour le cas d'une sul)- 
slitution à trois variables. 

Au ménie ordre d'i<lées se rattaclient plusieurs travaux de M/ Picaud, 
dans lescjuels ce {réomètre a étudié des systèines (réquations fonctioinielles, dé- 
fìnissant des fonctìons invariantes par certaines snl)stitutions ralioiuielles (**). 

Dans la deuxième partie, je considère des transforniations (X, Y\ x, y, y) 
faisant correspondre à un éléinent (jr, i/, //') un point (X, Y). Soìt: 

X = f{x, //, y) y = ^ (X. //, //') 

une pareille transforniatìon. Une eonrbe // = y (J^) invariante par cette trans- 
formation est défìnie par Téciuatìon fonctionnelle : 

Oli est ainsi conduit à une classe d'éciualions fonctionnelles, conlenant 
la fonction incolume 'l{x) et sa dérivée y (.r). Telle est réciualion: 

que j'étudie, comnie exeniple, au ('liap. IV. 

iì. J'ai dà me borner à étudier les transformations données et les 
écpiations fonctionnelles correspondantes dans le doma ine d\ui i}oinf doublé 
ou d'un élément doublé. 

Pour une transfornìation ponctuelle par exemple, à un point M pris 
dans le domaine d'un point doublé correspond par la transfornìation un 
point M' situé dans le meme domaine: M/ Poixcahh: Tappelle le connéquent 
(In point il/; le point .1/ est lui-meme le consé([uent d'un point 3/" qui est 
Yanlécédenl du point 3/. On est ainsi conduit à étudier la disposition des 



(*) Sur les cotirbes lUfinies par Ics équations dlffét-eutielles (\.*^ partir, Journal de Liou- 
ville, 1885, pages 1«:)-195). 

(**) Sur une classe de transceudantes nouvelles (Ada Mathciiìatica, tomos 18 et iiiJ). — Sur 
une classe desurfaces algébriques doni le^ coordounées s'exprimcutpar des fonctioiis unifornws de 
deux paramètres (Bulletin de la Sofiété Mathéin. de Franee UKK)). — Sur certaines équations 
fonctionnelles, et sur une classe de surfaces alyébriques (Comptes-Rendiis de VAc, des Science, 
juiilet, 1904). 
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conséquenls et des antécédents successifs d'un point pris dans le doniaine 
du |Kiiiit doublé : c'est Tétude de Vitération à plusieurs variahles, 

ìje cas d'une seule variable a été Iraité par M/ K(knigs (*) dans le cas 
^énéraL et par M/"* (Jkkvv (♦*) et Leau (***) dans des cas singuliers (****) : c'est 
r-elle elude de l'itération à une vaiiable qui est la base des travaux de 
M/ KcEMGS sur U*s équalions fonctionnelles. 

Pour le cas de plusieurs variables, je dois citer un travati fort inipor- 
lanl de M/ Levi-Civita (*****) dans lequel ce geometre a étudié la stabilite 
ou rinstabilité d'une transforination ponctuelle dans le domaine d'un point 
doublé: il y a stabilite si à tout doniaine E pris autour du point doublé 
correspond un doniaine // entourant le ménie point et tei que les conse- 
(pieuts et b»s antécerlents de tous les points de H soient tous conipris dans E; 
il y a instabilite si, aussi petit que soit le domaine li, il y a dans ce do- 
maine un ou phisieurs points dont un antécédent ou un conséquent au 
moins ne soit pas conterui dans E. M/ Levi-Civita déinontre que Tinstabilité 
est le cas general : il ne peut y avoir stabilite que si les racines de l'équa- 
tion en *S' relative au point doublé (voir Cliap. I et II) ont toutes des mo- 
dules é^aux ii 1 vX meme alors M/ Levi-Civita démontre, du moins dans le 
cas de deux variables, que la substitution est instable en general. 



(*) Hechercheti sur les substitutUnui uuifotines (loc. cit.). 
(**) Loc. Vìi. 
(***) Loc. cil. 
(****) J<* HÌ^nalcrai «•nrorc, aii sujcl do l'itcration à une variable, les travaux suivaiits: 
L<^:mkhav, CompteH'lionduM de l' Acati, des Sciences, li févrior 181)8, ^ jiiars 181>8, ^0 jaii- 
virr [HW.l - Uulletin de la SocAHé MathdwaL de France. Tome XXVII (pages i:K)-137 et 

BòTTCHKH, Ik'Urd[/e su der Tlieorìe der Iterationsrechnuug (Inaug. Dissert. Leipzig. 1898). 

Kiifiii, Olì trouvora une bibliographie très étendue relative A ritération au début du Mé- 
moire Huivant, publié vw laiigue niHse : 

Akistof, lìulletin de la Socii^Ul phya.'maihém. de Kasan. Tome X. 

(*****) Sopra alcuni criteri di instabilità (Annali di Matematica, Serie III, Tomi» V, H)01) 
et CompteS'Rendus, 9, IO, et 23 juillet 1900). L'auteur a pour but essentiel Tétude de la sta- 
bilite dea Roiutions périodicfues des syst^mes différentìels et Tappiication au problème des trois 
corps, mais il ramène la question A celle de la stabilite ou de Tìnstabilité des transformations 
ponctuelles et son travail est consacré en grande partie à cette question. 

Voir aussi, sur le meme sujet, un Mémoire de M.r Cigala: Sopra un criterio di instar 
biliià (Annali di Matematica, Serie III, Tome XI); Tauteur s'occupe de Kinstabi lite des sub- 
stitutions, dans le cas, signalé par Uj Lkvi-Givita dans son travail, où les racines de Téqua- 
tion en S ont un module égal à 1 et un argument incommensurable avee Qn-, 
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Me liniitaiit au ras de deux et de trois variables, j'étudie les diverses 
dispositions possibles pour les antéeédents et les coiiséfiuents siiccessifs d'un 
poiiit, dii moins dans le cas general. Les rósultats auxquels je suìs ainsi con- 
duit présenteiit une analogie frappante avee les résultats aux(fiiels est parvenu 
M/ Poincaré dans l'elude des courbes intégrales (fune é(fualion différentielle 
dans le domaìne d'un i)oint singulier: c'est ainsi (ju'on est amene à classer 
les points doubles de la transforniation en mpuds, coh\ foyers. J'explique 
les raisons de cette liaison entre les deux tbéories en montrant (jue, dans 
le domaine d'un point singulier, l'écfuation <lifférentielle se présente eonniie 
limite d'une équation fonctionnelle détinissant une courl)e invariante par une 
Iransformation ponctuelle qui achnet le point singulier pour point doublé. 

4. Pour établir les divers tbéorèmes d'existence relatifs aux équations 
fonctionnelles que je considère, j'ai eniployé, suivant les eas, deux méthodes 
différentes. 

Pour les transformations ponetuelles (|ue j'étudie dans la première i)artie, 
je me suis servi surtout de l:i métbode employée [)ar Mj Poincaré pour le 
eas rclatif à deux variables qu'il a traité: dans (fette métbode, basée sur 
l'emploi de fonetions nìajorantes,. on suppose les données et les solutions 
chercbées analyti((ues. Plus réeemiiìent, ^\^ Hadamard (*) a traité le eas 
étudié par Mj Poincaré, sans supposer l'analvlicité des données et en fai- 
sant seulement (fuelques bypotbèses sur la eontinuité des fonetions données 
et de leurs dérivées premières : il emploie pour cela une métbode d'approxi- 
mations suceessives (jui consisti» à j)artir d'une courbe arbitraire, passant par 
le point <louble, à former ses con^séquentes (»t ses anféaldente^s suceessives 
et à démontrer qu'elles ont <les limites (|ui sont des courbes invariantes. 
J'utilise les résultats de M/ Hadamard pour la recbercbe des courbes inva- 
riantes anali/tique.s on non, 

Pour les transformations (.V, Y; ,ì\ y, //') que j'étudie dans la deuxième 
partie, j'emploie une métbode d'approximations suceessives dont le principe 
est le méme (pie c(»lui de la métbode de M/ Hadamard que je viens de si- 
gnaler: je définis. dans le domaine d'un élénKMit doublé, les antécédentes 
suceessives d'une courbe et je démontre que, sous certaines bypotbèses, elles 
ont une limite (|ui est une courbe invariante: une de ces bypotbèses s'ex- 
prime par Finégalité hS'!<C J, -^S* étant une certaine quantité dépendant de la 



(*) Sur ritération et les solutions asymptotiques des équations (lifférentielles (IJuUotin de 
la Soclété Malhóniati<iue de Franco, Coniptes-Rendus des séances, itK)l). 
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roiìtenant un ólénioiit doublo, jo déinontre un tlieorème {^^eiióral (rexisteneo 
sur Ics courbos invariaules par la substiluliou. Enfin je cheirhe les iiiva- 
riauts (lifféreutiols du i)renii(M* ordre de la substitulion pour le ^'roupo 
ponctuel. 

Le Cltajt, F est la {rénéralisalion du précédent; j'étudie des substitutìons 
(X, >',, y,,... y„; u\ //,, //,,... 7/,; //',, //',,... y'J coutenant à la fois plu- 
sieurs tbnetions et leurs dérivees par rapport à jf, ee cfuì couduit à un sy- 
slènio d'équations fonetioiuielles. 

Le Chap, VI est consacré aux transformations de conlact: j'applique i\ 
la recherebe des courbes invariantes par une transformations de contact les 
résultats établis précédemment, soit dans le Gbap. II, soit dans le Cliai). IV. 
Je montre aussi conunent les résultats relatifs aux surfaces invariantes par 
une transformation ù trois variables pourraienl s'appliquer de méme à la 
recbercbe des équations différentielles du premier ordre invariantes par une 
transformation d(» contact, mais je me borne à poser ce dernier problème. 

Les principaux résultats contenus dans ce travail ont été comnumiqués 
à rxVcadémie des Sciences dans les Séances du 30 novembre liK).*{ et du 
!:2 janvier l!K)r>. 
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CHAPITRE f. 

L'iTÉRATION A DEUX VARIABLES. 

t. Conrhes invariantes, — Elaiit doniiée une substitutioii à deux va- 
riables : 

nous nous proposons de déterminer les courbes invarianles par celte sub- 
stitution. 

Une courbe invariante peut etre déflnie de la fafon suivante: soit Po 
un point quelconque, P,, P»,... P„,... ses conséquents et P_,, P.o,... P_h 
ses antécédents. Joignons Po P, par un are de courbe arbitraire: à cet are la 
substitution fera correspondre un are P, Pa, à ce dernier un are PoP», etc... 
et de ménie la substitution inverse fera correspondre successivenient à l'are 
PoP, les arcs P., P.^, P_2P_3,.-- L'ensemble de tous ces arcs constitue une 
courbe invariante par la substitution. 

Supposons que la suite des points P,,, P,,.- admette un point limite: 
si l'on suppose les fonctions /"et 9 continues en ce point, ce point est un 
point doublé de la substitution. 

Nous supposerons pour Tinstant les fonctions f et o liolomorphes dans 
le domaine du point doublé. Une courbe passant par ce point sera dite 
aìtalytique, si l'une au moins des coordonnés x, y s'exprime par une fonc- 
tion holomorphe de Tautre dans le domaine du point doublé. 

Nous nous bornerons d'abord à cbercher les conrhes invariantes passant 
par un point doublé et analytiques dan^ le doniaine de ce point doublé: mais 
nous étudierons plus loin (% 14) le cas non analytique et nous obtiendrons 
aussi une équation generale comnuuie à toutes les courbes invariantes, ana- 
lytiques ou non (§ 27), 
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Eri prenant' les dérivées successives des deux nienibres et eu y renipla- 
^•lUit X par zero, on obtiendra des égalités perinettant de calculer les eoeffì- 
cients de la serie ^ {x) et il resterà à établir la couvergence de cette serie : 
d'après la fagon meme dont elle aura été obtenue, cette serie sera solution 
de róciuation fonction nelle. En désignaut pour abréger *\ (a?) par y, nous ob- 
tenons : 

fio /•/ \1 \ e y ^ f \ ^ f '^ C'f ' ^ ? . S f ' 



v"[.S-xt-m^)Jx[6--i-|/.:-|^,'J 



^'yiSx + ...)[^.-^..] = S'u'-r'^, 



les lennes non écrits s'annullant pour x = i). 

En remplagant x par zero, on obtient successiveinent : 

En general, si on suppose les coefficients }"„, 'y'^ov- vi*"'^ calculés, on 
pourra calculer le suivant, pourvu que 6" — *S"* ne soit pas luil: pious «?y^ 
poseroìus que S' — S" n'eist nul pour aucuìie valeur de Venlier n. Le calcul 
formel des coefticients est alors possible. 

Dans le cas oii S' — 5"* est nul, Téquation qui fournit ^j/[r' est cn general 
iinpossible de sorte que YéquaUon fonclionnelle n'a jìas en general de solur 
lion holamorphe. Par exception, le second membre de l'équation pourrait etre 
nul, il y aurait alors une infinite de solutions, au point de vue formel du 
moins, car il reste rait à étudier la sèrie au point de vue de la convergence, 
comnie nous allons le faire dans le cas general: mais jc ne traiterai que ce 
dernier cas. 

On verrà plus loin (§ 14 bis) comment le cas oCi &" — 5" est nul pcut 
se ramener au cas des racines égales : S' = S. 

4. Avant de nous occuper de la convergence de la sèrie, il est néces- 
saire d'étudier de plus près la fa^on dont ligurent ^%, ^J^ '"„,..., 'yiT"** dans l'é- 
quation qui fournit 'yi'*^ 
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Considérons ^'o^ ^"ov? ^JT^ comme élant respectiveinent de poids 0, 1, 
2,..., p— 1; appelons poids d'un monóme par rapport à ces mémes quan- 
tités la somme des produits de chacune d'elles par son exposant, poids d'un 
polynóme le poids des termes de ce polynòme qui ont le poids le plus grand. 

Nous allons montrer que ^o^ est un polynóme de poids n — 2 par rap- 
port aux dérivées ^"o, 'f'^ov? 't'!»""*^ d'ordre inférieur à n. 

Reprenons l'équation (4) que nous écrirons sous la forme : 

^{v) = S'Ux) + <f{x, y) 
en posanti 

i/ = '^ (a?) v = Sx-^ f(x, y). 

Si on derive n fois cette équation, on obtient une équation de la forme: 

'^" (r) [s + Il + 1^ y]- S' r (^) = 

t3„ étiuit un polynóme dont les .coeffìcients dépendent de S et des dérivées 
des fonetions f(x, y) et <p(ir, y); ce polynóme est lìnéaire par rapport à 
^'{v), '^"{v)j..,j ^^"''^(r), mais non linéaire par rapport à ^'{x). ^"(a?),..., 

Pour X = 0, ^^''^ {v) et ^^^^ {x) deviennent tous deux égaux à ^^^^ : hous 
sommes donc conduits pour établir la proposition énoncée à considérer 
^^^^ (v) et '^"^ {x) comme étant l'un et l'autre de poids k—l. Nous allons 
démontrer que le polynóme f3„ est alors de poids n — 1 et que pour x = 0, 
les termes de poids n— ì s'annullent de sorte que ^["^ sera bien un poly- 
nóme de poids n — 2 par rapport aux dérivées d'ordre inférieur à n. 

Les calculs effeclués au § 3 montrent que la loi ainsi énoncée est vérifiée 
pour les premières valeurs de l'indice n. Montrons donc que si ©„ est de 
poids n — 1, tn^^i sera de poids n. En dérivant l'équation (5) par rapport 
à a?, on obtient: 



dx 
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-^— ^ éUiiit la dérivóe totale chi polynoine ©„ par rapport à x, On eii conrliit 

a Ou 

la relation de réeurreiico: 

et il faiit vérifìer que le poids de tn^., est éfical à n. Il sufTìt de l'étalilir 
polir le terme -r— ^ ' car c'est évident poiir le second terme. Or cr,. (x) est une 

fi' UT' 

somme de termes de la forme: 

eii posant pour al)réger ^^ = ^ '" (a?). Par dérivation, ce terme donne plii- 
sieiirs aiitres termes obtenus en remjìlayant chaeun des facteurs par sa (Jé- 

rivée: le terme obtenii en rempla^ant A{x^ y).V^^^ ^ ~^^~"^ ^ ^'^ méme 

poids que celui dont il provieni; en rempla^-ant ^^^(r) par sa derivée par 
rapport à x le poids augmente de 1 unite; enfin si on remplace //J[* par sa 
dérivée «fc i/J*~' //ifi» le poids diminue de (k — l) ol^ et augmentc de {k — 1) 
(«* — l)-T- k de sorte qu'en definitive il augmente aussi de 1 unite. Le poids 

de -j-^ est donc supérieur d'une unite au poids de ^„, ce qui montre (fuc 

w^u, est bien de poids n. 

Il reste à voir que pour x=0 les termes de poids n— l s'annullent, de 
sorte que iJr^ sera un polynome de poids n — ± Cette circojistance provient de 
ce que dans chaeun des polynòmes ts les termes de poids le plus élevé con- 

tiennent en facteur ^ (jui s'annulle pour ir = 0. On le constate immédia- 

tement pour ts.^ et il sulfira de le démontrer pour t3,,a.,, en supposant que 
cela ait été démontré pour rs„, Supposons donc (jue, dans w,, les termes de 

plus haut poids soient de la forme ^?„, en désignant par p^ un polynome 

dépendant des mémes variables que t3„. La relation de récurrence étabiie 
plus haut montre que, dans ^3^+,, les termes de plus haut poids provieu- 
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lir*)Cit tìu pi>lynòine: 



djd? 

0» 






C f 

et .. est bieii eii facteur dans ces teniies. 

I^ pruposition éiioiicée au début de ce i>arapraphe est donc établie. 
ò. Oecupons-iious niainteaaut de la convergence de la serie ^(o?). 

Dii i>eut toujoui*s supposer | iS i <; I : dans le cas eontraire, on renipla- 
rerait la subslitution (5) par soii invei*se et on chercherait une courbe in- 
variante [)ar rette sul)stitution inveisse: cette courbe serait aussi invariante 
par la siibstitution directe. Le seul cas que nous laisserons aìnsi de coté 
sera le cas où \S\ serait égal à l. 

Cunsidérons la sul>stitution auxiliaire: 

A' :^y, X ^ t\x. y) \ 

(6) 
\' ^^,g~t\jc. jf) ) 

Oli N, desiane un uonibre conipris entiv |*S| «t l et F(x, y) la fonction 
sui\anle: 

Oh ^ail (|iu\ M et ;i etani deux uoinbivs [msitifs ronvenablement choisis, 
rrlle romtiuu rst une tonction uuijoranle {K)ur les fonctions f{x, y) et 

Dcs h\pi»lhèses laites sur >\ N et N,. il résidte que ^^^ ^ est su- 
oi — o, 

priirm, (|url (|uc soit i*, ;^ un cerlain nonduv (K>sitif X quon peut toujours 

uppn.n inlérii'ur i\ I (♦). i>n a dtmi\ quel ipie !<i>it h: 

Milli 0(.i) la seno anaU>K^i** »^ r W'^ U>rKqu\m reuq>lace la substitutioii (3) 
l>M l.t >ub..hhiluMi Oi). LoK roeltlnenU tle (.r) scruni tous positifs, comme 
Ir ninnile Ir t alrul dcs cooUIì'icuIk IhìI vUi S X Coniparons alors | y^ U 



<■, |i«n»'. It ..I . •iiMNa^:*" |»ai M.' IHmm \iu: ^^ -I * .>iK ou |K'Ut i>r*»udre X ~ 1: la démon- 
.■hiilliJii «1 •»lui*' • \a» IrUM ni la iiu'tiu' ^uo wlU^ di' H.* l*uiNi.<\Ufci. 
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^\\,... à e".., fi\,...{*). On a: 



I •/.. I = 



dx'ì 



S' — S' 



\dx'ì 

■k (S, - S]) 



ou bien: 



T « 






Oli a ensuite: 






^'■'■MUi-(m.-"{£hh-- 



S' — S 



< 



' 1 \d x*jo \o x'jo \dxdyio ^ 



^ (S. - SI) 



1 



et, à fortiori, puisque -r- est supérieur à 1: 



ir.. 



H-''--P).-(m-K^j.'-' 



ou bien: 



X (5. - S?) 



1 .« 



iroK^T^*.- 



Je dis qu'on a en general : 



+i; 



» 



1 



1 ^o • 



En eflfel, supposons rette iiiéfralité vérifìée pour ^"o, ^'^ov? 'fi""'* et montrons 
qu'elle subsiste pour ^ir\ 

11 résulte dii ^ 4 que Toii a: 






"*! Vr 0^ T IM" M TO / 



o, étant un polynome de poids n — !2 par rapport à ^"o,... ^J,"""'^ dont Ics 



(*) Je me siiìs inspirò, pour rette l'oinparaison, d'une reinanfue de M."* Lkau (Elude sur 
ìes équdtions fonctiotnieììes. Annales de la facultédes Sciences de Toulouse, 1897. Cliap. I, g 13). 
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coefiìcienls soiit eiix-mèinos des polynòines par rapport à S et aux dérivées 
partielles de f et de 9. 

Supposoiis qifoii reinplace daiis ©, les divers ternies par leurs valeurs 
absoliies, | *S | par Sx qui lui est supérieur, les modules des dérivées par- 
tielles <le f et de 9 par les dérivées partielles de Fcpii leur soni supérieures 

et enfili | ylf^ | par rr-r ^.?^ M^i lui est supérieur. La plus haute puissance de 

Y- ^ui tì^'ure alors dans les divers ternies de t3, est z^r^^ puisque ©, est de 

poids Pi — ^, lorsqu'on attribue à yf,*' le poids A- — 1. Si on remplace toutes 

1 1 

les puissances de — par r^-r»' on augmente les divers ternies. Le numera- 

A A 

teur de v!r^ est ainsi remplace par le produit de r-;:-^ par le numérateur de OJ;'. 

A 

D'autre part le dénominateur de ij** est supérieur à "kiS^ — Si). On a dono: 

tÌ-, o;r> (s. - SI) 
Ivri ^' 



'^(Sx-s:) 

ou bien: 

1 

Si nous démontrons la convergence de la sèrie (x) dans un cerde de 
rayon 0, il resulterà de rette inégalité la convergence de la sèrie ii{x) dans 
un cercle <le rayon X p et on aura ainsi prouvé Texistence d'une courbe : 

I // f w 

^~l.-i^ l.^i.a*^ 

défìnie pour | ir KX p, invariante par la substitution donnée et tangente il Ox. 

Pour démontrer (jue la sèrie 9 (ir) est convergente, il suffìt de prouver 
directement (juil existe une courbe analyti([ue tangente à Ox et invariante 
par la substitution ((>). La démonstration sacliève comme dans le cas envi- 
sagé par M.^ Poincaré (*). 

Posons x^y=z et de meine X -^r Y = Z. La substitution ((>) devient: 

Z = S, z 

X-Sx.^-^^"^^ 



(*) PoiNCAUK, loc. cit., paj?e 195. 
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Cherchons une fonction a? de 2? de la forme: 

X = ^ (z) = z -^ oL^z- -\- a. z^ 4- 

invariante pur cette substitution. Oii doit avoir: 

* (6\ 0) = 6\ .Ma') + '^^;^ 

ou: 

S,z + oL,S\z' -: a,*S?2'-i -=S,z \ 

d'olì Toh déduit a..,, as,...: 

^ A/ p; 

et: 

.: = <,. U) = ^--^^l-r__il^Ì!_,» ^££_ ,»_... 

Oi Oi Oi Oi 0| -0| 

La serie du second inembre est couverfrente pour \z\<i-ir et par suite 
y est défìni par l'équatiou : 



u: = ir :- y - / ^ (x + !/)■ — - ' ^.,, (^ f 2/)= 

Oi — 0| Oi — 0| 



• • • 



ou : 



^'/ = s~^\ ^^ ^'" g,-^s; ^"^ ^ y> -+- • • • 

La fonction implicite */ défìnie par cette 6((uation est la serie 6 (x) 
cherchée. 

On démontre de méme Texistence d'une courbe : 

tangente à Oi/ et invariante par la substitution (:J), en supposant que l'on 
a quel que soit n: S— S'" =,'= et | S' | -i= 1. 

jja mélhode (jue nous venons d'employer montre (jue les deux courbes 
ainsi obtenues sont les seules courbes analytiques invarianles passant pal- 
le point doublé. 

AtniftJi ili Mnfemnficn, Sorit» HI, Tonio XIH. 3 
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Olì peul donc énoncer le théorème suivant: 

Théokkmp:. — Etani doniìée la snhstitution (1), si les racines de Véquation 
en S relative à un imnt doublé sout dintinctes^ de niodule différent de et 
de 1 et fti aticmie des racines n'est une puissance entière de Vanire racine, 
il existe denx conrbes amilytiiiues invarianles C et C et detix seìdeinent pas- 
natii par le paini doublé et définies dans le domaine de ce paini. 

ih (Umrbe de jìoinis doubles. Les cooitloiiiiées des points doubles de la 
siihslitiition (I) soiit doiìiuVs par les équatioiis: 

i^ = ? (a yl ? 

Kii ^^^'•ni'Mal les poiiils (Uiubles soni done des points isolés. 

Il p(»ul arriver rependant qne les éqnalìons (7) soient satisfaites par les 
coordonni'^es d'nne inlinilé de poinls forniant mie eonrbe: il y a alors une 
courbv de points doublvs (\ 

Kn tout poinl de la rourbe (\ réi|uation en S a une racine égale à 1 : 

en un pareli poinL le délenninanl fonellonnel — y^, ' ^, — - est en eflfet 
nul et on a par suite: 






?'. ?'. - I 



= 0. 



L'écpiation en N a donc mie rarine N éjr^Ue ù I et une racine S qui est 
en jjénéral dilTérenle de I. 

Tue pnMuière courhe invurianle pass;ud par un point de la eourbe C 
est la conrhe (' (»lle-iii(^nM«, Il y {\[\m on ^'énéral une deuxième courbe inva- 
riante passant pnr O: en elIVI, (Taprès la démonstratìon du tbéorènie pré- 
cédent Texistenre d'une piireille rourbe sera assunV si ^ a un module dif- 
férent de I, <ar alorn I iS ' n*est lud pour aneune valeur entière de n. 

Ainsi, par Ioni jinliil tir la vourhv dvs (Minls doubles C pour lequel \S\ 
est différent do I, ptissf uiiv vourbv an*dylique invariante par la ^'fubstitution 
et distinvte de la vtnirhr (!, 

7. Fornii' mnonltinc dr la snhslilulion à deux rariables. — La connais- 
sance d(»s courbi^H inviiriiinles par une snbstìtulion pennet de ramener, par 
un clian^:enH*id de variablen, la substitidion ù une forme ivniarquable, dans 
le domaine d*un poinl doublé. 
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Supposons que le poiiil doublé soit un poiut doublé isole et prenons 
ce point pour orijrine : rhoisissoas de plus les axes Ox. Oy de fa^*on qu'ils 
ne soient pas tangenls aux deux courbes invarianles et soient : 



tf = X X ^, x' X' 



I 

— r — • • 



► — • • • 



les équations de ces deux courlies. 

Nous pourrons, par une nieme transforniation ponetuelle etfecluée sur 
X. y d'une pari et sin- A", Y d'autre part, supposer que les deux courbes 
invarianles soni les axes Oir, Oi/. Posons en effel: 

llz= y — \x — XX^' — " \ 
V ^ y - X X — XX' • • ; 

et pareillenient : 

IJ= y -XX — aX- 



v= y— X'X — a X-- 

Les é(|uations (8) peuvenl ètre résolues par rapport ù ìT, y puisque X — X' 
n'est pas nul et la subslilution prend la forme : 

lJ=f, (n, V) 
F=9, (if, V), 

Les courbes invarianles soni devenues u = 0, v =0; /", (0, v) doit élre imi 
cpiel ([ue soit r: ?7 est par suite de la forme nf. (*f, r), /,, etani une fonclion 
bolomorplie dans le domaine de Torijjrine; de meme V est de la forme 
r9a(u, r), la fonclion ^. etani liolomorplie. 

Dans le domaine de l'origine la subslitution (l) se ramène (Ione à la 
forme : 

X = xf(x, y) 

Y = yf (ìT, y), 

11 est facile de voir cpte les termes indépendants dans les fonctions / 
et 9 soni les racines S, S' de re(jualioii en S: cela résulte de ce (jne ces 
racines soni des invariants de la subslitution (1) pour tonte transformation 
ponctuelle régulière à l'origine. 
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Abufif Ui mibnlitulion i\U hr^iuon fait nur S et S' len hyitolhhses du § 5, 
$fét rntnhie à In fonue canonique suivante : 

X = x[S ~F{x,y)\ , 
Y = y [8' -^ * (X, y)\ ') 

Fix^ if) i*\ «I» ir. //) df'Hiynanl de« fonclioìiH de x et de y nnlles pour x = y^O 
ci kolomorplu'H dann le domaine de Vorigine, 

H, Il4Ìralion d'un paini. — Supposons mainleiianl les variables réelles 
1*1, ^•taiil donn/» un poirit x, y daiis lo doinaine d'un poinl doiMe usoU de 
la Kid)slitulion, proposons-nous d'étudier la disposilion des conséquents et 
di'H antH^Mlenls successifs de ce point. 

SuppoHons d'abord les racines iS', S' de Téquation en iS* réelles et di- 
slin<'leH et dislint^uons trois eas : 

l'uKMiKH cAs: I iS" [<|aS'|<; l. — Soient a?,, i/,; x^^ 1/2;.. ^«, ì^h;--- les 
(•<)ns/»(|u<»nts successifs du point x, y, Supposons la substitution ramenée à 
la loniie canonique (9): pour les valeurs de x el de y inférieures en valeur 
absoluc^ à un c(»rtain noinbre posilìf £, les fonctions S -h F{x,y) et S' + 4> (Xjy) 
onl un modulo maximum M inférieur à l. Or on a: 

a^„+. =x,[S -i-F{x„, y,)] 

ci, par suite: 

\x^,,\<M[xJ et \y,.^i\<M\y..\^ 

Donc, si le point x, y est iiitérieur au domaine: I^Ks, \yK^. ses 
(*onsé(pu»nls sont tous intérieurs au memo domaine et Ton a : 

\x^\<N^\x\ et \yJ<M^\y\ 

(\v sorte (lue x, et y„ tendent vers zèro. 

('bercbons si les conséquents successifs tendent vers le point doublé dans 
une direction déterminée. On a : 



fe=£[i+»'-H 



6 étant une fonction holomorphe de x et de y s'anuuUant pour ac = y = 0. 

6" 



Soit A: un nombre compris entro 



et 1. On aura, à partir d'un certain 
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rang: 






<k 



Ih 

X. 



Dono - temi vors zèro. 11 y a exceplìoii si !o poinl initial est sur 0//: 

ses conseciueuts rosteut sur y, 

Revenons niaiutenaut à la substilutiou sous sa forme [)rijuitive (1). On 
pourra éiioiicer les résullats suivants : 

Etani donne tm poinl doublé de la substilnUon póur leqnH le^s racines de 
Vequation en S soni réelles, dislincleny et onl des modules différenls inférienrs 
à I (*), il evinte un donuiine entourant le poinl doublé et possèdanl les prò- 
priéléis Huivantes: 

\.^ Les copi^éqnents successi fs d'un poinl pris dan^ le doma ine tendenl 
vers le poinl doublé. 

i.^ Les coìiséquents snccessifs tendenl vers le poinl doublé langenticlle- 
ment à Vune des courbes invariantes C, sauf si, le poinl initial etani pris 
sur Vautre courbe C\ ses con^équents restenl sur C\ 

Le premier de ces résultats n'est pas modifié si les raciues, toujours 
siipposées distinctes, out le iiiéme modale : 6" = — S. Mais le deuxiènio re- 
sultai ne subsìstc pas. 

Deuxième CAS : | <S"| >| iS'|> 1. La subslilutioii inverse est de la forme: 

x = XÌ ^^ -i ■■■ 
I 



^=^ÌS'"^-) 



et on a : 



1 

S 



< 



:»' 



<1. 



On est (Ione rameué au cas précedent : 

Les antécédenls snccessifs d'un poinl pris dan^ le domaine du poinl dou- 
blé tendenl vers ce imnt langentiellement à Vune des courbes invariantes, sauf 
si le poinl initial est pris sur Vaulre courbe invariante. 



(*) Oli suppose, bica tMitoiidu, (|u'on l'st (ians les conditions du théorème du § 5, c'est- 
à-dlre qu'on n*a pas iS-^6"»« ni S'^S», 



^ fjxr:^^ ^tY *^ ■»n$Hfr»tti9ù* fitm'f*m$fi$»fth^>t yri ^pmMtmwf mm^ *n ^mr ^ . 



->v >n '<i#^ir *a*«A»iiP' i m '*p-rMin nr^mbr*»: p<«Ht'f £. Li f->n.<ti<«i > — ♦iJr, jf) 
^ in nr'»'liU#»^ ìt'«»rt^?ir ^ i:i 'inmiir*' p»>*ì>;f fix^ M p4rjc^ p*»-t;t qu^ I et la 
.V^r\i*r.An r f- .r f k li", mivtiili^ ♦op^rv-fif à ori nomtHr^ fix*^ m plus grand 

//5»r.j^*.r -lii^ -*/^'H^f>^.r* >r , y : X., jf.:... qui. juTjffu'à an certain rang /i. 



(>'< // \^^(%U^^ f^offAfrffftéruK^. ^, rapprr^'hent clone de Ox et s'éloignent 
<k ^/j/: ;<»jff^^ ^\n4n Ur^ ^ofui^if^ul^ '^^rtent du domaine et noiLS ne pouvons 
fAn< t\^u ^u dif^. hn fp^hi ^ratllfrur^ r-hoiViir x et y suffLsamment petite pour 
éfi$^ // jt/rif étf^^i '/rnuó f\nou le veiit, 

ih' fffhftér Ui ^u^Miih$t40u invera roontre que les antécédents jusqu'à un 
é'é'fié§\u tHU^ // ite mpitf^ff'h^ui de Ojy et s'éloignent de Ox, après quoi ils 
^i^ftiérut ^Ui tUftimuir, iìu \ftini donrr ^nonrrer le résullat suivant: 

f'Mrfi iUmM un jf^nnl d/mhUi de Ui Hubslitution, pour lequel les racines 
fl^, lU'jfwUhn f'H H mpnt rMleM^ dMincleM, lune inférieure et Vanire supérietire 
u \ ^.n raUur nh^fflwt^ il irxinle un donutine enlmiranl le point doublé et tei que 
U^M atHH^*^itumtn hw4uìhhì{h d'un jmnt du domaine jusqu'à un certain rang p 
f$/* rtUPftriH'h'fd de* Vun4i dt'Jt aturben invarianfes C et s'éloignent de Vanire C\ 
hnidln (fim Ij'm nnlMdenlH juHquWi un rj^rtain rang q se rapprochent de C et 
f$'t''loliinf'M de (!^ (iprÒH quoi leu (inU'c/denlH et les conséqnents sorlent du do- 
Ntnhtf'. /S7 //' ffohU InllinI vhI suf/lsamment voisin du point doublé, les nombres 
H H q HOid fiiiHHl iirnndM qa'on le veut. Il y a exception si le point initial est 
prln Hill* h'N vinii'IpvH (' oh (!\ 

U. ,Mii|»|M»HofiM tiiHÌiil(*riaiil Wh racJnes S ol S' imaginaires coiijuguées. 
l/i'xÌMh'ii('«« iliv-4 courbrH iiivariaiif(»s C ot (J' osi assuróe, si \S\ rfesl pas 

^•^/iil t\ I. HniiMil: 

// Xx \ o(, x^ - 1- • • • 

// W X \ ol' x^ \- ' ' ' 

Ipm i'HiinilidiiM (li't (li'iix rniirlM»s iiivariaiifos: X, a,... ot X', a',... soni des ima- 
jiiihilrtni ii«h|M«(|ivi«iMi«ii| conJdKnrrs. Posoiis: 

Il 1 / r ji \ X a x^ 
Il i r ij X X a' x^ - - 



- • • • 
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et pareillemonl : 

V-\ i V= Y—\X — a\-' 

IJ — i V= r VX- a A-' 



Par (•(» ehaugeJiHMil de vanabh»s, la subslilutioii se rainènera coiiime pre- 
cédeminerit (§ 7) à la forine: 

lì -{^ iV = (h ^i v)(H ^-ìK) 
U—i v={u — i V) (H — i K) 

H et A' etani deux ibiirtioiis lioloiiiorphes daiis le domaìiie de rorigiiie. En 
appelaiit eiicore les variables x, y, X, Y et en posanti 

S = p e'« S' = p e '* 
les équations de la substitution s'eerivent: 

X^iY = (x-\-iy)\oe'^ +F(ir, v/) ^ i <i> (.f, y)\ 
X-iY={x-iy)\oé'--^ F (X, y) - i q. {X, y)\ 

F et * étaht des fonctions boloniorpbes qui s'annuUent pour x=o, y = o, 
On en déduit: 

X- ^- r = {x^ ^- i/'^) f?^ + e {X, y)] 

e élant aussi une fonction boloniorpbe indie à l'origine. 
10. Nous distinguerons deux cas: 
Premier cas: |4S| = |S'|<Cl e'est-à-dire p<Cl. — Pour les valeurs de x 
et de y inferieures en valeur absolue lì un eertain nombre positif s, la fonc- 
tion p" 7 H (j*, y) a un niodule maximum inférieur ù 1. On a donc: 

^^--yl^^<M(xl-\ yl) 
ìYoìì Ton déduit : 

^y-yKM'ix'-i-y'). 

Donc xl i yl tend vers zero et les consécpieids d'un point siine dans 
le domaine: |^|<C£, ì//l<- ^<>iit intérienrs au domaine et tendent vers l'o- 
rigine. D'autre pari, on a : 

arg. (X 4 i Y) =^ arg. (x ■-: i y) -♦ arg. [S i F(x, y) -- i * (x, i/)J. 
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Oh (»htuMit des cimclusiohs aiialo^uos pour les anU'mlenls, si oii con- 
sitlòiv un se^MiuMil iW <>y/ [umii* Uuiiiel cm ail : |aS!>1. 

Kt'Nt'iiant à la rcmrlH» dcs poiiits tUnibles, oiì ptMit énoiicer les ivsultats 
suivaiits : 

Soii A lì HU inr de la vourbe des iH>ints ihmbles le long tìnquel \S\ eat 
voèé^stnèHèmnt in/'èrivur à l: on ^xn«/ liiniter ile luìrt et iVnHlre de l'are AB 
UH dutuiiiue tei que /(%v von^'ièqnents d'un [Knni de ve domaine restenf damf le 
douniine et tendenf vera un [toint de la courije des iM}ints doubles, en restant 
sur une inèéne vourbi' anidfftique inrarinnie, 

l.rs (intéci'dt'nts d'un inànt pris dafèJ< le voÌKÌné$ije d'un are A B ponr le- 
([uvl I .S I <'.s7 coèé-.'itdèèéèèient suiH'rieur à l iHKssèdenf den propriétéa atmloQues. 

li Itèration d'une courl)e. Si, vlans la siibstitutìon (l), on suppose 
tiue // soil une loiulioii «le x: tj y., m'), V «levieiit inie fouctioii de X, soit 
V y, \\\ el la riMiiliiui V, iu*i est «lite la eoèuséquente \W l,, {x): réi'iproquenieuU 
si OH |H»se V YoiA^ o\\ a puur </ une IVMietioii y ,[x) \\\\\ est dite l'ante- 
rideède iW y.. [x), \ une IV^nelìini continue y.. {x)^ la substitution fait ainsi 
COI respondre une suile indétinie de iiHiséquentes y,, v,,... y.. et (raiitéeéilentes 
y ,.y ,,...y i|ui soni tles fonrtions conlinues, Kn irénéral <*es eonséquentes 
on res anlémlentes sont définìes dans ties intervalles ilistinets. Supposons 
rcpendant ipion ait pu ilétinir un intervalle dV\islenee ronnnun à ioutes 
les conséquenles on à loules les antiMcdentes, On peut aIoi*s établir le théo- 
lènie sui\ant: 

'rnKi>Kf:MK. Htant fhnnèe In suÌMlitution (1), si le^ eon^séque^Uen on leu 

ftèdèviitrutes suce^ssins l, U<), v,. (•<*).... ^. i** ) '>** y . i*t'), y .. (a*K... y ^{x) d^nne 
fonetion rontinuv y,. (x\ soni tiefinies duè^^i un nderralle voinèunn, ai dan^ cet 
intvrnille t'ilvs uni une lièude l {x\ /muì u inlini ei qne y.. {x) temle- umfor- 
innnvut cers .s/i Huiite dans I uéterralle ctà»é^sidért\ velie fienile \j ix) cérifie Ve- 
quation lonvtiitnuelle 

'^ 1/ (.»\ i {X)\\ J U\ V (*!•)). 

Dénumtions U' Ihéoivnie poni les i onséi|uenles par exeinple. On a enire 

y.. 1*<') ^^ r^ < ^**'J '^'^ den\ irlalioii.v^. 

\ / Ve. :.. (xH 



:.. . i\» 



.1 , -.. \x\ 



d DU [(HI dcduil: 



... . 1/ t'. ;. ^^ )>| r'i»**. r. wt'H. 
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tioiis qui défìnissent la substitution analytique dans un certain domaiiio: 
— h<ix<ih, yi<iy<iyi entourant ce sepineiit. Par le point d'ordoiiiiée i/,, 
passe uue courbe ìnvariaute autre que Oy et non tangente à Oy: soit 

son equation. La serie du second inenibre a pour rayon de convei-gence X o, 
d'après les notations du § 5. Xous voulons jnontrer qu'on peut supposer ce 
rayori indépendanl de y^ pour tous les points du segnient A lì, En ettet p 
désigne le rayon de convergence de la serie majorante du § 5: cette serie 
dépend de trois constantes ^f, p, S,, cette dernière assujettie à etre coni- 
prise entre |iS| et 1. Il est évident qu'on peut prendre pour M et p les 
liinites supérieures de l'ensemble des valeurs prises par ces quantites pour 
les diflférents poinls du segment A lì et pour S\ le maximum des valeurs 
prises par |5|: St sera évidemment inférieur i\ 1. La serie est alors iudé- 
pen<lante de i/o et il en est de meme de p. Quant à X, il désigne une limite 

inférieure de la ((uantité ^; ^ pour l'ensemble des valeurs de n: on voit 

*>i — *^i 

qu'on peut prendre X= — e~^ » quantité indépendante de «/«. 

On peut donc definir un domaine — h<C.x<C.h tei que par tout point 
de y ayant une ordonnée comprise entre //, et y^ passe une courbe inva- 
riante défìnie dans Tintervalle —h<.x<ih. Si /* est assez petit, l'ensemble 
de ces courbes constitue un domaine tei que par tout point de ce domaine 
l)asse une courbe invariante et une seide. 

Soit alors x, y un point pris dans ce domaine et 0' le point oii la courbe 
invariante qui y passe coupé y: en prenant ce point pour origine, la sub- 
stitution peut étre ramenée à la forme suivante : 

X = x\S + f(x, y)] 

Y = y[l -!-^9fe y)] 

/* et 9 désignant des fonctions bolomorpbes pour x = y = 0. Kn désignant 
par M le maxinuun de S ^ f{x, //), qui est inférieur à 1 si h est suHìsam- 

ment petit, on a : 

x^^,<]\rx 

et par suite les conséquents du point x,y appartiennent au domaine et ten- 
dent vers 0' en restant sur la courbe invariante qui passe par ce point x, y. 

Annali di MatenmUca, S(MÌe III, Tomo XIII. i 
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^ovis ^vipposoiis qiie la foiiclioii y,, (x) ait pii otre déliriio, quel (|uo soit «, 
<\i\iìs un certairi intervalle / où elle est continue et ([n'elle ait une limite 
'Mar^ viM\s laquelle elle tend miiforrnvincnt dans cet intervalle: cette limite 
V(J*) est alors une fonction eontinue de x et on a: 

£ élanl un nombre positif doiuié et Tinéf^alité ayant lieu, quelle que soit la 
valeur de x prise dans Tintervalle /, pour loutes les valeurs de n supérieures 
à un certa in entier n\ 
I/é<,'alité (10) devient: 

ò[f(x. ò(x) -\- zAx))\ -^r K :-. \f{x. 'l(x) rK(^r))\ = o\x,^{x)-r-iA*r)Y 

La quantité X = f[x^ y UO f s. I'^)) appartient ù Tintervalle /, cpiel que 
soit X pris dans cet intervalle, puis(|u'on suppose (pie les fonctions 6„ et 
'y„, , sont détinies toutes les deux dans Tintervalle /. En faisant croltre u in- 
(léfiniment, i^.x\f(x, i (.r) — £,. (.r))J tend donc vers zèro et en é^ralant les 
liniites des deux membres de Tégalité, on obtient : 

Ainsi la fonction y vérifìe récpiation fonctionnelle précédente, aulrement dil 
la courbe limite est invariante par la substitulion. 

Meme démonstration pour les antécédentes. 

Nous allons traiter un exemple où on p(*ut former explicitement Téqua- 

tion de la /r consé(pient(^ et déterminer sa limite, ce (jui nous permettra 

d'élablir ([uel(pu»s résultals dont nous aiu'ons à nous servir dans la suite. 

l*>. Kxcmpìe, - Soit ù trouver toutes les courbes invariantes par la 

substitution : 

X = Sx y = S\if, (11) 

Celle Iransformation est une Iraiisfonnalion projrrfirc. On sait (pie So- 
PHUS LiK et M/ Klkin ont délerminé toutes l(»s courbes iìivariantes par un 
grou()e coidinu de translbrmalions proj(»ctives. Leur nu'»lliode mei en évi- 
dence des relations intéressantes entre la théorie d(\s {ji:roupes et la tbéorie 
d(» ritération (*) : pour obtenir des groupes project i fs à un paramètre, ils re- 



(*) SoPHi'S LiE et Klkin: Ueher (licjeHiyeu Curveii, welche durch cìu (je^clthaseiics Sifsfein 
von einfach unendUrJi vielru ìliiearen Trans formnfhnen in mich uberffplirn (Malli. Anna- 
leu, IV, 1871). 

Sij^nalons à ce sujet le travail suivant sur les rapports enlre la théorie des ^roupes et 
la théorie d<» l'itéralion à plusieurs variahles: 

Bottchkh: lìeitmge za der Théorie d^r léerationsrcchuunff (Inau^. Disserl. Leipzif^:, 1808). 
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inarqueiit (ju'il suffil de partir d'une tranjsforination projettive telJe que la 
ti-an.sformalion (II), de répéter cette trani^formation it fois, ce qui doaue: 

el do reiii|darrr l'erilier u par uii paramèlre coritiiiu t: oa obtieiil aiiisi des 
transforniatioiis : 

(ompreiiant la Irafisformatiori (II) et la trarisforniatioii identique el ces trans- 
formalions (li) forment un ^n)U[>e continu. 

Panni Ie> courlies invariantes ({ue nous cherchons doivenl 5?e trouver 
Ics courbes qui adinettent le «rroupe {li), mais nous devrons aussi obteiiir 
Ics courl)es, s'il en existe, «{ui admettent la traiisforniation isolée (11). 

Une eourbe quelconque if = ^{x) a pour iff conséquente: 

Il faut c'Iioisir hi fonrlinn h de fa^'on que y,, ait une limile pour #f infini. 
Posons : 



Oli aura : 



//. = N 



d ou 


loj^JP - l(>«r^ 
ài = 








ilog^' 



Lnrsque // nw^'uicnU' indólininient par valeurs entières, t prend une suite 
discontinue do \akin^ qui a zero ou Titititii pour limite, suivant la valeur 

de iS; mais, dan?^ los deux ras, il faut choisir 6(<) de fa(;on que -j^ ait une 

limite: cello lifuilo pourra <lópendre de ur, puisque la suite discontinue des 
valeurs do l riópond do jr. Donc i/, aura une limite de la forme: 

•^ (X) = X'^^^ O (^). 

L'équalion fonctionnelle à laquelle satisfai! y (x). 
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do vieni par la transfoj-matioii précédente : 



Oli l)ien : 



Posons : 



On devra avoir : 



lojr.S' I0-.S" 

(S x)'""^^ li (,S' J-) = S' x''^'^ (X) 
iì{Sx)=- iì(x). 

co (lof^: X r loj? S) = oi (lo^r X), 



T/pqnation grnrrale flcs conrbea incaria niv.s par la snbsfitìUion (11) Cfit 
(Ione : 

Ci <ìésifpmnt une foncfion prrioflifiiie arbitraire, de période logiS. 

(loinplétons re résidtat eii moiitraiit (jiie tonte eonrbe invariante // = y (ir) 
pent étre défniie eonime limile, pour /* infìni, de la n- consé(piente d'nne 
eonrbe eonvenablenient èboisie. Soit y =^ '!^ (x) t (x) l'écpiation d'nne eonrbe 
dont la n" conséipiente ait ponr limite la eonrbe invariante y^='^^(x): l'équa- 
tion de la n" eonséijiiente est: 



X 






Oli 



Il snffìt (Ione de ehoisir ponr e (jr) une fonetion (|ni tende vers 1 lorscpie 
X tend vers zero on vers Tinfini. suivant (|ue |*S'| est snpérienr on inférienr 
à 1: la u' conséqnente de la fonetion C{x) z(x) aura ponr limile v(.r). On 
obtienl dono, conime limite de conséqnenles, toute^ le^ courbes, analyticincs on 
non, invariante^ par (11). 

14. Elude dea courbes invariante^, analt/tiqne^ on non, — Considérons 
une eonrbe passant par un point doublé de la snbstitution (1): ses anléeé- 
dentes et ses eonséqnentes passent par le méme point doublé et on pent 
essayer de definir un domaine d'exislenee commun à toules les eonséqnentes 
et à toutes les antéeédentes: le tliéorème du § 12 permei alors de definir 
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une courbe invariante coninie lìmite des antécédentes ou des conséquentes 
successives. 

C'est par cette niéthode que M/ Haetamahd {*), a pu établir Texistenee, 
pour le ras de [S'| < l <| -S'I, des deux courbes invariantes passant par le 
point doublé, sans supposer la substilulion doniiée analytique. 

Nous rappellerons d abord les résullats obtemis par MJ Hadamahd, puis 
nous utiliserons ces resultats pour Tétude generale des courbes invariantes, 
analytiques ou non, passant par le point doublé: dans le cas particulier où 
la substitution est analytique, nous retrouverons ainsi, par une étude indé- 
pendante des développements en serie, les resultats du § 5. 

M/ Hadamahd considère la sul)stitution (3) où /" et 9 sont supposés 
seulenient avoir des dérivées contiiuies tendant vers zèro avec j^ et v: en 
supposant |aS'|>I et |*S'|>|S'| (**), les conséquentes successives peuvent 
étre définies dans un doniaine conunun et elles ont une limite C qui est 
une courbe invariante: la courbe limite est indépendante de la courbe ini- 
tiale ([ui est assujcttie seulement à avoir des tangentes dont les coefificients 
angulaires doivent étre compris enlre certaines limites. Si en niéme temps, 
on a |iS"|< l, les antécédentes ont aussi une limite qui est une deuxième 
courbe invariante C\ Dans le cas actuel, ceò' deux conrhes sont les seules 
courbes invariantes passant par Vorigine. 

Dans le cas où |S| et \S'\ ne comprennent pas l, la démonstration de 
M/ Hadamahd donne encore un resultai <[u'il importe, pour la suite, de 
bien préciser. Supposons, par exemple \S\ et \S'\ inférieurs à l. La démon- 
stration (appliquée à la substitution inverse de (3)) pronve l'existence (Tune 
courbe invariante C (pfon obtient comme limite des antécédentes d'une courbe 
arbitraire passant par Torigine. Mais deux cas sont à distinguer. 

ì.^ 1aS"|<I*S'|<C 1. La courbe C est tangente 11 y et c'est la seule 
courbe invariante aboutissant à l'origine, régulière, et noèi tangente à x. 

Son équation est de la forme: 

\if] désignaìit une fonction de //, du second ordre au moins par rapport a 
rinfiniment petit //. 



(*) Hadamard, Har ViU'ratimi et leu soUUioiìs nsymptotiqucs dea équatious diffèrentielks. 
(Hullot. de la Sociéti» Mathémalique de France, comptes-rendim des séaiiees, 11)01). 

(**) Mr. Madama RO suppose S posilif, mais on voil aisi'ment que la démonstration suIh 
sisle quel que soit le si^ne de 6*. 
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±^ \S\<,\S'\<Ci' La courbo C est tangente h Ox et c'est la seule 
courbe invariante passant par l'origine et non tangente à y, Son équalion 
est de la forme: 

I4i»ìs Q^j^ résultats etani rappelés, nous supposerons, dans toul ce qui 
suit: 

\S'\<\S\<\ 



le cas où les racines auraient des niodules supériours à 1 se raniènerait à 
celui-ci cn reinpla^'ant la substitution doiniée par son inverse. Les fonctions 
/■ et 9 seront supi)osées avoir des dérivées premières conlinues et lendant 
vers zero avec x et y. 

La dérnonstration de M/ Hadamahd fournit alors une courbe invariante 
C tangente à y: mais ce résultat est compatible avec l'éxistence iVautres . 
coìirbea inrariantes tangente^ à x. Il est facile d'en obteinr une infinite. Ce 
sont ces courbes (pie nous alloiis definir et étudier, en caractérisant d'une 
fa^*on particulière l'une d'elles C qui, lorsque les données seront analyti- 
(jues, deviendra la conrbe analytique tangente à Ox^ que nous avons obtenue 
au § o par la métbode des fonctions majoianles. Nous nous appuierons sur 
les remarques suivantes : 

l.*> Le^i coordoìinées a?„, y,, dn h' con^séquent P„ d'un point P pria dans 
le domaine du point doublé tendent vers zèro ponr n infini. 

Cette pròposition a été établie au J^ 8, mais comme conséquence de l'éx- 
istence des courbes analytiques invariantes: il faut donc reprendre la dé- 
rnonstration dans le cas actuel. On a : 

|;r„|<|S \\x._,]^r'r.\\x„_,\^r\y. .|J 

y,.\<\ s' ( I z/„_, I + -/i 1 1 x,,^, 1 + 1 1/„_, 1 j 



Ti etani un nombre posìlif fìxe tendant vei-s zero avec les dimensions du 
domaine dans lequel la substitution est défìnie. Si l'on a: \x^^^\<Ch, 
|//„_i|<C/^ il eu résulte : 

\x„\<[\S\+'2r^]h \lf.\<[\S'\ + '2',]h 

inégalités qui prouvenl que \x„\, ]y„\ sont inférieurs à h., si |S|-t-!^*/ì et 
|S'|-i-2-/i soni iuférieurs à 1, ce cpii a lieu pourvu que fc soit sufflsammenl 
petit. De plus, si l'on à: \x\<Ch \y\<ih^ l'application répétée des inégalités 



:;ì 
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pm-i'Mlnitps cornliiit à 

.r.:<f S - ìt.I'A ;y..!<[IS'|-!>T.l-/i 

et jT.., i/. teiiHeiit hieii vers zen». 

:J.® fji fit'oiftf P n itfn^r lineile x i^onr n iìifini, fin ìpioìhs »i la draite 
ÌNÌIitihf «fst sH /fisti mtM**nt voisit^p tl^ U x. Posons eii effel: 

^'- = , l = T. 

X A 

I^i substilulion iloiuuV t^ì» iU*vient: 

A' — >* jT / ij\ I x\ 

^ S Ix ~ '.\x. Ix\ S . ^ (3)' 

> X f \x. I x> > 

S' 
LV'(|ualioii Vìi S ivlalivo à rotte •^ubslilutìoii a jMUir racines S et -^. Ces 

raciiios simt iiifériemvs à 1 eii uumIuIo: doni- il exisle un nombre hi tei 
(|ue x^ et 1^ teiitleiit vei-s zero si x et / <oiit inférieurs à /#,. La propo- 
si liori est étabiìe. 

lleei pose, il y a une intuiité de nnubes invariautes tangentes en à 
X, Moutrons ronuueut 011 peut ies coustruire, iorstjue 5 et S' sont positifs. 
Soient /*,, /*,.,..., l\... ies eouséqueuts d'un [Hiiut /^ arbìtraire. Joignons 
/' el /', par un air de eourbe eoutiini et ayant uue tangente en ehaque 
poiut: ì\ rei are la sul)stitution fait correspondre sueeessivement Ies arcs 
eonsé(|ueiils /', /',, /',. /^.... I/eusenible ile ces ares et du point constitue 
une rourhe invarianle tan^'eiite en à Oa\ si pour Ies dilTérenls points de 

Tarr initial le rapport —^ est suffisaniment petit. Li dérivée de la fonelion 

;ifii-.i délinie présente en general une infinite de dis<'ontinuités en P,, P*,.-.» 
inni'* ori peiit, si fon veut, choisir Tare PP, de facon que la dérivée soit 
'oiitifiiie. Il siilìit de eonsidérer la substitution (.*{) pp^limyée. On a: 

y, OX II 

^«#il ix. //. y) iélément d'oil part Tare P I\ el (.r,, //,, y\) son coui^équent : 
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si l'are PP, contient ce deriiier éléinent, les points P,, P^,... cessent fFetre 
aiijjfuleux et la dérivée devient continue. 

Si on ne fait aucune nouvelle hypothèse, rien ne (ìistingne les diverses 
courhes a/w.v/ obtenue^i: elles représentent fonica den fonctionn continue^ ai/ant 
nu£ dérivée première continue. 

A un autre point de vue, la rech^rdie des conrbes invariantes tangentes 
à Ox revient à la recherche dea courbes ini^arìante.s par la nouvelle substi- 
tution Oiy et passant par le point doublé x = t = 0, 

La substitution (3)' peut etre ramenée à la forme canonique par un 
changenient de varia bles de la forme: 

t = u -4- > JP 
et elle devient: 

X = Sx h/. (X. u) j 

Appliquons à cette substitution les résultats obtenus par M.'* Hadamard et 
rappelés au ,§ 14. Il faut supposer (jue /*, et (p, ont des dérivées partielles 
continues et tendant vers zero avec x et u: cela aura lieu en particulier si 
nous aupposon^ que f et r^ ont des dérivées partielles continues, non seulenisnt 
du premier ordre, mais au-ssi dti sccond ordre, Ì)eux cas sont à distinguer. 



suivant (jue |aS| est inférieur ou supórieur k 



*el' '^ ^'^^^ ^'^ régalité étant 



écarté: cela revient à supposer \S'\ supérieur ou inférieur à S^ 

1.® S' est supérieur à S'\ autrement dit 6" ets7 compris entrc |*S| et aS'^ 
La substitution (.*{") admet une courbe invariante: 

u = (x') 
d'où: 

ff = (il j "kx) X = [j?-| 
u il 

qui est la seule pour laquelle — ;-, cVst-à-dire \. aif ime limite finie: c'est la 

seule courbe invariante tangente à Ox poìir laquelle la dérivée seconde à Vori- 
gine soit finie, Lorscpie les données devrennent analytiques, cette courbe C 
devient la courbe analyti(|ue invariante tangente à Ox^ obtcMuie au § 5. 

^2,^ \S'\ est inférieur à S'\ autrement dit \S'\ est inférivnr, non seule- 
meni à |5'|, mais au^si à S'\ 
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'4i Laltftr Smr U* tqiMiiiom» fottetumitfHfs qni définitaemt mne courbe 

\ji Kub^litution (-•>' artmel alors 13 14) une rourbe inTarìante ay.int unf 
i'fi|iialioii de la Torme : 

' = KI 

il'où : 

^ = lx = ÌH — >.x)x = [b*|. 

Ces i'qiiations définisserit une courbe tangente à jr. mais non rigulière è 

l'origine: «-'est la seule courlM' tangente à Ox pour laquelle — c'est-à-dire -4- — "ì 

ne tende pas vers zèro. T«iites les aulres courbes ìnvarìantes. en nombrt 

inlini. lan^entes à Ox -ifmt telles que , ait pour limite À: on les obtienl 

[>ar le prw-édé (férnnétriiiue indiqué plus liaul. Aìnsi. il g a une infimté di 
coiii-6?* iiirftrianUf langeniei m à Ox et ayant lontes à l'origine la mémt 
iìprirre »econ^e égnle n i'».. 

Si on ne Tait aucnne nouvelle hy|)Otlièse. n>w ne dit^iugne encort les di 
rerHUH conrfjeM aiutti tAleNtcn. 

Mais, si on supfiose que f et o ont (les derivées partielles du Iroisìème 
onlr-e (rontinues;. on |Kturra procèder avec (3)' coniine on avait opere avec (3j 
et on est i-onduit à di^infoier deux nouveaux ras SHiratU que {S'I est su- 
{wricnr oh inft'rifMr à .S'. Daiis le premier cas. oh obUent une couròe inva- 
riante <" UiHijfHt^ à f) X. fi »»'■ wm/p, "/WHr laqHPÌle la dérirée Iroisième à l'ori- 
(finn HoiI fiitif.. Dans le spoonil cas, il y a nne ìh/ìmUc de coitrbes ìucariantes. 
fiffanl Umlex à V orinine une w'me dt'rivée seconde ryale à 'ì'k el une tnétiH 
d''rir<'-<- Iroinii-iw -j. et pour aller plus loia, il faiit faire mie nouvelle bypo- 
Ihèse sur les dt-rivécs du (|uiitriènie onlre. Et ainsi de suite. 

Eh gém'-rnl, oh roit donr qn'oii ohlienl li'-s ri''«Hllal.t nuiranfs: 

.Soil il U- jilm fx-lif enlier niri/i'nd Ics ÌHéaalitv« \S- K' S'\<S. En 
aiipliqtiant |)lnsieiiis l'oìs de siiile i) la sulistitulioii donuée des Iransforma- 
tions alternativeineiit de l'uiie cles foriiies: 



= tx 



r X.J- 



an arriverà à uno substitutlon: 



X^Sx -F{x,i 



- * (x. 'I) 
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pour laquelle on aura: 

S' 



N- 1 



>\si 



Si on suppose que les fonclions /" et 9 ont des derivées partielles d'or- 
(Ire inférieur ou égal à n continues, on est assuré que F et 4> ont des de- 
rivées du premier ordre continues et on peut appliquer à la substitution 
en X, 6 les résultats obtenus par M/ Hadamard (% 14): la substitution en 
wT, 9 admet une courbe invariante: 

qui est la seule pour laquelle — ne tende pas vers i'infìni lorsque x tend 

X 

vers zèro. 

Si on revient à la substitution en x, y, on obtient une courbe C ayant 
une équation de la forme: 

(les >, étant les coefficients des formules de traìts format io n successives de la 
forme: t = u-{-'ktX). 

et cette courbe (T est la seule tangente à x pour laquelle la dérivée n' à 
Vorigine soit finie. 

Il y a en outre une infinite de courbes invariantes tangentes à a*, mais 
pour lesquelles la dérivée n' a l'origine est infinie: on les obtient par le 
precède géométrique indiqué plus haut (*). 

Lorsque les domiées deviennent analytiques^ la courbe C deinent la courbe 
analytique invariante tangente à x, On voit le róle diflférent joné par les 
deux courbes C et C\ dans le cas de données non analytiques. 

L'hypothèse S'=[=S" à laquelle conduisait le calcul formel du § 3 est 
icì reniplacée par : | S' \ =[« | S** | : le cas S' = — S**, qui n'avait pas été écarté 
dans la méthode des fonctions majorantes, n'est donc pas traité par la mé- 
Ihode actuelle. 

On voit de plus (jue, par des transformations convenables, le cas oii Von 
aurait S' = S'* se ramane cu definitive au cas des racines égalesS' = S. 



(•) On verrà plus loiii (§ 27) une forme generale qu*on peut donner à TéquaUon des 
courbes invariantes, analytiques ou non. 
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15. Pohtt^s limites OHCiUania ou point.s à convergeìice irrégulière. — 
M/ KcExiGS a iiitrofluit, dans Télude de l'itératioii à une variayjle, la notion 
importante de convergence irrégulière (*). Cette notion s'étend au cas de 
deux ou plusieurs variables. 

Etant donnée la substilution (1), désigiions cette substitution par S^ et 
ses puissances par S'\ S\,.. Nous dirons avec M." Kìknios qu'un poinl doublé 
de la substitution *S''' appartient a Vhnìice p s'ii n'est poinl doul)le d'aucune 
substitutioii S" d'indice inférieur à p. Xons énoncerons, sans les déniontrer, 
les propositions suivantes établies par M/ Kcknkjs dans le cas d'une variable 
et pour lesquelies la déiiìonstration subsiste entièrenient. 

l.o Si 0, est un point doublé de 8% c'est aussi un point doublé de 
S ^ A' étant un entier positif ou negati f. 

±° Si 0, est un point doublé de S^\ les conséquents 0,, O3,..., 0^. 
quon en déduit par la substitution (l) sont aussi points doubles de S'. 

:].• Si 0, appartient à l'indice ;>, il en est de niéme de 0^, 0,,..., 0^. 

4.® Les points doubles d'indice p de la substitution S^ se dislribuent 
en cycles de p points doubles perniutiibles circulairenient par la substitu- 
tion ( l ). 

Soìt niaintenant M ini point, J/, , 3/o,... les conséquents et .1/ ,, J/_.,... 
les antécédents qu'on en déduit par la substitntion (l). Il peut arriver que 
ces conséquents et ces antécédents n'aient pas de point limite, mais qu'en 
prenant les points 3/^,, 3/.,,,..., M^j" ^1<>'^' l'indice est divisible p<ir p, la 
suite de ces points ait un point limite: ce point limile est alors un point 
doublé de la substitution S*\ M/ Kcknkìs Tappelle pohìt limite à convergence 
irréynUère, M/ Poincahk, (|ui a considéré aussi de pareils points, l(»s appelle 
des }mìdH limitcs osriìlfufts (**). 

Soit 0,, 0,.,..., (),, un cycle de p jxiints iippartenant à l'indice /> et per- 
mutables par la substitution iS'. Kormons ré(|uati(fn en S relative à la sub- 
stitution S'' et au point doublé 0,. Si les racines de celle équation sont di- 
stinctes, difTérentes de et si aucune des deux racines n'est une puissance 
entière de l'autre, il existe (ì^ o) deux courbes r, , ('\ invariantes par la 
substitution aS'' et défìnies dans le domaine de O,. Par la substitution (1), 



(*) K<EM(J.s, Hf'liPi'rheH nur l".s suhsfitutions unifoèiHrs (Hullcl. (irs SritMices Malliéma- 

(**) PoiNCAKK, Sur une cUtsse uouvelle de intuscrtìflantes nniformes. (Journal de Math. 
pure» et applicjuées, 1890.) 
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ces deux courbes auront pour coiiséqueiites deux courbes t\^ C\ passant par 0., 
et défìnies dans le doiuaine de 0., celles-ci deux courbes C\, C\ défìnies daus 
le domaiiie de 0^, et ainsi de suite jusqu'à ce (ju'on revieiine aux courbes 
Ct, C,. Il exisle (ione deux cycles de p coarhen C, , C^,.,., (\, et T', , C...,..., C\,. 
ces courbes étant défìnies respectivement dans des doniaines entourant 0,, O^,..., 
0^, et les conrhp.s de cliaqne cycle se permufant circnlaireìuent par la snbsiiiuUon ( 1 ). 
Au point de vue purenieiit analytique, on a déleniiìné ainsi un syslènie 
de p fouctions '}, (ìp), i. (ìJ'),..., i,, (it?) vérifiant le systènie d'équations fonc- 
tionuelles suivaul : 






Il peut arriver que la subslitutiori ^S'' adnielte une courbe de points 
doubles (\ (% 6); il existe alors un cycle de p courbes 0,, Oj,.--? C?,, per- 
nmtables circulaireinent par la substitution ^S" et possédant la propriétc 
suivante: tout point 0, de l'une de ces courbes i.\ coYncide avec son p' con- 
séquenl 0^._,, les consécjuents O., O^,..., 0^, éUmt respectivement sur (•..., 
(/:i,..., e,,. Dans ce cas il résulte du S (|ue par le point 0, passe une 
courbe C\ antre (pie i\ et invariante par H^'\ cett(» courbe donnera nais- 

sance à un cycle de courbes T',, C V\, défìnies respectivement dans 

des doniaines entourant O,, 0.,..., O^. et permutable circulaireiìient par S\ 

Passons à l'étude de rifération d'un point .1/, pris dans le domaine 
d'un point doublé 0, de la substitution S^ apparlenant a l'indice p\ la dis- 
|)Osition des consécpients (»t des anlécédents successifs de .V, résulte inuné- 
diatement de-; |)ropositions établies dans le cas où /> est éf^al a 1 (§§ 8 à 11). 
Cette disposition dé|)end des racines de ré([nalion en aS relative à la sub- 
stitution iS'': par (wiMiqde si les racines soni réelles et inférieures en module 
à l, si de plus aucune des deux racines n'est une puissance entière de 
Tautre, les conséquents pris de /) en /> ont pour limite un des points O,, 
Oavi ^^p formant avec 0, un cycle de points oscillants, tandis que, pris de 
un en un, ils oscillent du voisina^re de 0, au voisinage de Oj, puis de O3 
et ainsi de suite. 

Il n'y a aucune ditiiculté à {rénéraliser de méme les autres résultats. 
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ses équations. Les fonctions ^J^ et / vérifient le système d'équations fonc- 
tionnelles: 



ó \S X ^ f{x, A (x), X (^))] = S' ^ (x) + ? (A '^ (^), z (•^)) 

y. \s X -\ f{x, '^ {x), X (^))] = ^s" X (^) ^ (-^^ V (^h L k^)y 

Posoiis, polir simplifìer les nolatioiis: 

^(^) = y L (•'*) = ^ ^x - f(x, //, 2) = r. 
Les équations (4) deviennenl: 

'y ('?) = S' 1/ ^ ? (X. y^ z) \ 



(+) 



(^^) 



Eìi prenaiit les dérivées successives des deiix meinbrcs de chacune do 
ces équations par rapport à a? et en remplaijant x par zero, on obtient des 
éfralités permettant de calculer les ccefficients ^'\, ^'^o,... et /"o, z"'ov. <les 
séries '1 et y. On voit iinmédìatement que ce calcul donne lieu aux mémes 
reinarques que dans le cas de deux variahles (§ 4). Nous nous bornerons 
à énoncer la conclusion à laquelle on arrive, les dénionstrations étant les 
niénies: 

(^onsidérons les dérivées à l'origine y\, ^"«v» vT de y ou ']/(>r) comme 
élaut respeetivement de poids 0, 1, 2,..., (p — 1) et de luéme pour 2?'„, s"ov» 
2,V' dérivées de z ou /^ {x), Nous obtiendrons, en dérivant les deux équations (5) 
par rapport à x, deux épalités de la forme: 

(,C' _ .Q'**) .M-) z^ CT l'I" 'V" J^C- 1). .," .,'" ..(»-i)\ 

\o o ; ^0 '' I \ y o* y oi' "^ Yo ' A 0? /, o VI /.o ; 

\ » ^ *.^ ; / „ w-i V f o •• r ^ • • • s fo » /, 9 /^ 7 • • • 9 A.0 / 

o, et tn, étiuit des polynònies en ^J^",,, '^"o,.- ^!r"'^; //'o, //"o.-., y.o""'* de poids 
>f — 2 par rapport à ces quantìtés. 

Le calcul forniel est possible, »i on .suppose que S' et S" ne sont pas 
des puissances entiàres de S. Dans le cas contraire, on est conduit en general 
à une ìnipossibilité dans le calcul des coefficients et par suite il n'y a pas 
en getterai de solution holonwrphe des équations fonctionnelles considérés: 
il peul arriver cependant qu'on soit conduit à une indétermination et il y 
aurait lieu de voir si la convergence des séries obtenues, est encore assurée 
dans ce cas, comnie nous allons montrer qu'elle l'est pour le cas general 
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La subslilulion (6) devienl: 

d'où l'on fléduit, conime daris le cas de deux variables (§ 5), la coiirbe in 
variante : 



li z= V z= tv — 



Si — Si Si — oj Si — S*! 



serie convergente si l'on a | n? I < -^ • 

P 

On en déduit nne eourbe invariante par ((>) et tangente h Ox: elle a 
polir équations : 

Mf^(x + y^z)' , , M p" (x ^y^- zy 

1/ =r Z = _— ^^— ^— — ^_— ^__^_^ — i._ ... -, ■■ — ■ — • • • 

O i — O , O , — O , 

Les fonctions y ei z rie x définies impiicitement par ces équations sont 
les fonctions ^(/, (x) et /, (x) cherchées. 

On démontre de ménie Texistence de deux courbes analytiques inva- 
riantes tangentes respectivement h. Oy ei k Oz, 

La méthode ainsi employée montre que les trois courbes obtenues sont 
les setiles courbes analytiques (*) invariantes passanl par le point doublé. On 
peut donc énoncer le théorème suivant. 

Théorèmr. Elnnt donme une stibstitution à trois variables, si les racines 
de Véquatian en S relative a un point doublé de la stibstitution sont distinctes^ 
de module différent de et de 1 et si aucune des racines n'est une puissance 
entière d'une aulre racine, il existe trois courbes analytiqnes invariantes par 
la substitutionj et trois seulement, passa nt par le point doublé et définies dans 
le domaine de ce point, 

Retnarque, — Ija démonstration subsiste pour un nonibre quelconque 
de variables. Tja sìibstilntion : 

A,= /,(ir, , x^^,*,^ x„) (i = 1, Zj,,,^ n) 



(*) Rappelons ((ik» iiour entendons j)ar courbe analytique (§1) une courbe ielle que 
deux au moins des coordonnées jr, y, s puissent s'exprinier par des fonctions holomorphes 
de la Iroisième. 

Une 8urfac€ analyti(|ue sera de merne une surface telle que Tune au moins de« trois 
coordonnées oc, y, z puisse s'exprimer en tbnction hoioniorphe des deux autres. 
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•vImi^ ^m hh ih^ìhì donhle h courbe^ annliftiques invarianteSj si Véquatian en S 
■t ^^< ni-riiw'jt iliteiinriéT^K^ de Modale différent de el de 1 et »i aucune des rch 
cim<f^ MVxf Hiw* pHè^^iHce enfière dUme nutre rncine, Noiis obtenons ainsi, 
iìan> le «KMuaìne d'un pareil poinl (*), w — 1 foiictions holomorphes i, (j?,), 
• .•r. » ^^ <x. I véritìant le svstèine fonclioniiel suivaiit : 

Iv SHrftic€^< iuvariautes. — Cherchons maintenaiit une surface ana- 
in •ju^- i:iYariante par la substilutioii (^i) et passant par rorigine. Le pian 
U?.;,;!»e!it à ri^ri^Miie doit ètre i'un des pians de coordonnées. 
Ch»-i>-hòns une surface tangente au pian xoy et soit : 

1 . - . -» 



wHi ♦^luation. Nous désignons par r.,^ la valeur prise par la dérivée 

, ' 4 \t*^\iT X = j# = (>. On a : r, „ = z,, , = 0. Pour ealcider les autres 

«l^rivw^. ik-rivoiL> l'équation fonetionnelle (pie doit vérifìer la foncUon '^(u?, y)\ 

= S' V (J-, //) — (j\ 1/, y (UL-, 1/)). 

l^/-^>ri^ |i^iur simplifier: 
f'-^r Bf* = - .S .r - fix, 1/, r)=r S'i/ — 9(a\ y/. r) = /r 9 (.r, y, «r) = ti. 



1*^ i>^ cc^urL'^ iiivariaotes soni ainsi definita dans le voisinage de rori^rine: dans 
*^f^;»jx» *ydj^. ozi pouira. à faide de la siibstitution douiiée. faire le prolongement analytique 
4*» i^ju*.'ÌÀ*/u)t^ ÌDi'ariaijt«-s dans d'autres réjrions du pian. Daus son mémoire: Sur une classe 
4U ir'àM^:0m^mU» noutyfìlf^. (Acta Mathematica, tomes 18 et ^3). M. Picard défìnit ainsi dans 
*^/\i* ì^ ybiii dk^ trafjs<^fndantes unìformes tf, z / de la varìable x invariantes parla 

X = mi Y = fift. z i\ Z- t(i/. r f) T-=#(.m. z 

♦^ ^THfc*tjièijjt d*-!i sin^rularites i-^sentielles. Mr. Poixìiark a étudié les fonetìons invariantes 
lAH/ t>fli*' l^uU!:tjtution de la ni^rne forme et n'ayant ikis pour x=^o de point singulier essentiel 
!<^f UH^ H^juftff •»/>ti<W^ ^r frnBitor^M^anies uHiformes. Journal de Mathématiques, 1890). 
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L'équation fonctioiiiieJJo devioril: 

On calculera les ilérivtM^s z^.^ on preiiaiil les dérivées des deux membres 
de cette équation (7) par rapport ù x et à y et eii y rempla(;ant x et // |)ar 
zèro. En prenant les dérivées a fois par rapport à a? et p fois par rapport 

à y et en désigiiaiit toujours par fa^p la valeur prise par la dérivée ^— x^a 

ex e ij* 

d'une fonction f de x et de y pour x=ìf=^o, on obtient: 

Le calcul des quantités jj«,jj donne successiveinent : 
»,,« = Mo., = 

'*'•" - lai'.!. " ■•• -\dxd yl "■•" - [d y'I 

"'•• - bx'l ''' •' \dx dzl ''■" "-•• ~ la .r' g ^ )„ " 



Le calcul des quantités [y(<j, w)]^,^ donne de inènie successi vement: 
l^ (r, tr)],,, = S' S' z,,. + ^2 S i\, ;?,.« + ^2 S ir,., 2... + S' v,,, 2?,., + S' n\,Zo,, 



Dans ces tornuiles r,,/ et h\j doivent étre rernplacées par leurs valeurs en 
fonction des quantités ^..^ , valeurs qu'on calcule conune on a calculé Ha^p. 
Ces forni ules niontrent que l'équation (8) prend la forme: 

f3afi étant un polynonie ])ar ra[)port aux dérivées z^.j pour lesquelles /^ j 
est inférieur à a + p. On démontre en outre, comme on Ta fait au § 4 pour 



---» - 
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le cas de deux variabies, que le polynóme ty«^ est de poids a -r P — % si 
Oli attribue à z,j le poids i-r-j — 1: les coefficients de ce polynóme dépen- 
dent de S. S' et des valeurs des dérivées partielles des fonctions /j 9, 6 
pour X = y = 2 = 0. 

L'égalité précédente permet de calculer y«^ lorsqu'on a calculé toutes 
les dérivées d'ordre inférieur à a-^-fJ, ù condition que S" — S'-S'fi ne soit 
pas nuL 

Naiui Hupposerons doìic que S" — S^S'P n'e^it nul pour aucune caleur pò- 
Httive ou nulle des enliers a, ^. Le calcul forniel des coefficients est alors 
possible. 

Notis supposerotis anssi que \S\ et \S'\ soni tous deux inférieurs ou 
tou8 deux supérieurs à 1: la démonstration de la convergence de la sèrie 
peut alors se faire comme pour deux variabies. 

Nous pouvons loujours supposer que |S| et |S'| sont tous deux infé- 
rieurs à 1, en reniplacant au besoin la substitution donnée par son inverse. 
Considérons la substitution auxiliaire: 

X = S,x + F(x, y, 2) j 

Y = S,u^F(x. y^z) j (9) 

Z =S,z-±F(x. y, z) ) 

dans laquelle F(x, y, z) désigne la foiiction -j — ^-^ — , ' ^ majorante 

1 \j yx —r y \ 2) 

pour /*, 9, et iS, un nombre inférieur à 1 et supérieur à la fois à |iS| et 
à |S'|. Désignons par '^' (x, y) la sèrie analogue à y(jr, y) obtenue en rem- 
pla^ant la substitution (3) par la substitution (9). 

La quantité ''^—^, — * ^^[^ est supérieure, pour toutes les valeurs des 

Oi — O, P 

entiers a, p à un certain nombre posilif X qu'on peut toujours supposer 
inférieur à 1 (*) et on a: 

I 6'" — .S* 6"? I > :x (S, — ^Sf-/J). 



(•) Cela résulte des hyphoteses | iS| < 1 | »S" | < 1. Sì, au contraire, 1 était compris entre 
|S| et |S'|, rensemble des uombres 6'" - iS« S'/^ pourrait avoir zèro comme valeur limite. 
En suppOHant 6', »S", .S'" positifs, cela revieiit à chercher dans quel cas la droite 

X lo^ .S' + y loK S' - log *S" - o 
passe à une distance minimum non nulle de tous les sommels du quadrillage forme par 
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11 résiilte tilors de la valeur trouvée plus haiit pour ^afi et tles pro- 
priétés relatives au poids de r«,p que Fon a, cornine dans le cas de deux 
variables (§ 5) : 

■ ^ 1 , 

li ne reste plus qu'à prouver la coiivergence de la sèrie y' dans un cerlaiii 
domaine |i»|<p, \ìf\<Cp pour qu'il en résulte la convergence de la sèrie i 
dans le domaine \x\<i'^?\y\<.'^?' 

La démonstration s'achève couime dans le cas de deux variables. Posons: 

.r r // = il X-\- Y = U 

x-^y r z=r ^ X -I- Y-^Z= V. 

La substitution (9) devienti 






^1 M 3' v' 



h* 



1 — &r 



et on en déduit la surface analytique, invariante par (9) et tangente au 
pian xOy^ qui a pour équation: 

^ = T^ V (^ 4- Z/ -^ «)' -r -rj ^ (x-^r y ^ZY-A^ 

La sèrie y' (x, y) s'obtierit en rèsolvant cette é(|uation par rapport à z, 

Ainsi Vexistence (Vune surface analytique invariante tangente au pian 
xOy est vtablie en supposant que S" nest pas de la forme S*S'P (a, p en- 
tiers positifs ou nuls) et que \S\ et \S'\ soni ious deux inférieurs ou toiis 
deux supérieurs h 1 (*). 



le» poiiits (lu pian dont les coordoniiées sont des nonibros intiera positifs ou nuls; on est 
assuré qu'ìl tMi est ainsi sì le coeflìcient angulaire de la dmite est négatif (log.S et log 6', 
de méme signe) tandis (jiie, s'il est positif et inconimensiirable, la droite piisse aussi près 
qu'on le veut d*nne infinite de sommets du quadriilage, d'après un théorème bien connu 
sur les incommensurables. 

(*) La proposition ainsi énoneée appelie de nouvelles nTherches, (jue je dois me borner 
à sìgnaler: 

l.o Dans le cas où 1 est com[)ris entre \S\ et |.S"|, la méthode ne s'applique plus et 
il resterait à étudier la serie dans ce cas: des diflicultés de meine nature se présentent dans 
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le poivf doublé. Si Ton a par exemple: | S | < l < | *S"1<| S" |, cette surface 
est lanpente au pian yOz. 

Il y a (leux aulres developpemeiits susceptibh^s de représenter formel- 
lemeni deux siirfaces taiigentes respedivement aux deiix plans xO y et xOz: 
mais la mélliode précédente ne permet plus d'établir leur convergence. 

On ne peut done plus affinner daiis ce cas que la surfac^e invariante 
obtenue soit la seule. 

Dans ce cas, nous raniènerons la substitution à une forme canonicjuo 
un p.Mi moins simple que dans le cas précédent. 

On peut tout d'abord aniener la surface invariante à étre le pian xOi/. 
en procédant comme dans le cas précédent. La substitution prend la forme : 

X = f (X, //, z) ---=-. fo (x, y) ^ z f, (X, y) -h z" f, (A //) 4 • • • 

y=? (^^ ih ^) = ?o (a?, //) + 2^ ?i (^, //) - z' ?. (^. i/) 4 • • 
Z = zh{x, //, z). 

Il y a trois courbes invariantes par cette substitution (§ 17). Deux de ces 
courbes sont situées sur la surface invariante, qui est actuellement le pian 
z = 0: en effet, la substitution, lorsqu'on l'applique à un point du pian 
xOy, devient la substitution à deux variables: 

X = fjx, y) Y=(fo{Xy y). 

Il y a deux courbes C, C invariantes par cette substitution, une tangente à 
Ox et Tautre k Oy: ces deux courbes sont évidenuuent deux des trois 
courbes invariantes par la substitution à trois variables. Il y a de plus une 
courbe invariante C" en dehors de la surface invariante. Nous allons amener 
ces trois courbes (\ C\ C à devenir les trois axes de coordonnées. 
Soient : 

z = Q y = 1 (x) = a, jf' -!- a, jrM 

les équations des courbes C, C et : 

y/^0, {z) = {) x--^,{z)=i) 

les équations de la courbe (!" qui est tangente à z. 
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Plusieurs cas peuvent se présenler et, dans ces divers cas, nous airi- 
veroiis à des resultala cjui préseiitent une analogie frappante avec les ré- 
sultats obtenus par M/ Poincaré dans l'étude des conrbes déiìnies par un 
systènie d'équations différentielles du premier ordre dans le voisinage d'un 
point singulier (*). La raison de cette analogie sera expliquée plus loin 
(Chap. III). 

Premier cas : Les trois racines soni réelle^ et on a 6' < *S" l <C S" ' <C 1 
Il y a alors trois surfaces invariantes ii, ^\ ^" et trois courbes invariantes 
C, C\ C ((ui sont les intersections des trois surfaces deux a deux. 

En se ser\'ant de la forme canonique (10), on verrà, comme dans le cas 
de deux variables (§ 8), que les conséquents successifs d'un point suffisam- 
ment voisin du point doublé ont pour limite le point doublé et qu'en ge- 
neral ils tendent vers w point tangentiellement à la courbe invariante C" 
(correspondant à la racine 6" de plus grand module). 

De plus, le pian determinò par la tangente à C" et par le n." consé- 
quent à en general pour limite le pian tangent à la surface i: (celle des 
trois surfaces ((ui contieni C et C"): en etfet, en se servant de la forme 
canonique et en désignant par a\, i/„, s,, les coordonnées du n," conse- 

(fuént, on voit aisément cine l'on a: — < A" - > A- etani un nombre 

iixe inférieur à 1 et que par suite -- tend vers zero, c'est-à-dire que le pian 

déterminé par Oz et par le ìì,' conséquent a pour limite le pian y o z. 

Certains de ces résultats tombent en défaut si le point initial est pris 
sur rune des courbes invariantes ou sur Fune des surfaces invariantes: alors 
le w/ conséquent a toujours pour limite le point doublé, mais il se déplace 
en restant sur la courbe ou sur la surface invariante ù laquelle appartenait 
le point initial, de sorte que les autres rósultats tombent en partie : par 
exemple, si le point initial est pris sur ^, le tt' conséquent tend vers le point 
doublé tangentiellement à C et non i)lus à C. 

l)EL:xif:ME cas: les trois racines soni réelles et on a: *S' >> S' > 5" , > 1. 
Dans ce cas, on obtient i)Our les antécédents successifs d'un point les ré- 
sultats énoncés dans le cas précédent pour les consé(|uents: il suffit de rem- 
placer la substitution par son inverse pour étre ramené au cas précédent. 



(*) PoixcARK, Sur UrS courbes (h'finks par hs équafioa^ (Ji/frrentHks. (4.* j)artie, Journal 
de Liouville, 1886). 
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< •■#«»- ..wt« .#•'...,«, j#"'«/^e f,i4 é*',im$jtsKi^Mt ime conrbe 



- , ... - ^ ..ji «u:;!— m '-li* Yufi meiid, dans la 

< «««^«k«..^ i*.^ -*M '^**rmtm mnr $è*^ryt*wn$ à 1. mais il y 



- ^«-'«««i : 



-— ^r L-.a^anrv* i* .^t une senio 
. - -» mi t'^r rintersection 



ci -lUn^dtutioij sous la forme: 

. f. r: i^^{jr. tf. 2)\ j 

. /. :: /'Mx. //, r)| . (14) 

....- •> le iti-iLv variiibles, (jue les coiiséqueiits 

..... » \k; vi aii«?!»ute ù la eourbe ('" et par le n' 
., .M .. 'Hit* -ie oette tangente, sans avoir de li- 

...ii Kjiut doublé aii w' conséquent, deux cas 



•L. V^ "^ 



^'\ *• 



V 



X ^ V ; .iésigiions par 3.., oi,,, r,. les coordonnées 

VLM'*"^' '»^* ^^'*^ 4^^^ i^ tend en general vers (il y 

^ ,^ ^ ioiul inilial est pris sur la surface z = i) ou ^"), 

^yu^xK louble au m cunséquent a donc pour limite la 
, . .^ xHà. M»UN la torme réduite, la droite Oz: p = 0). 

. . ^ t^ s ^ ^" : '" ^*i*<^il indéliniment; la droite joi- 

v«a>i-4uoul se lapproehe indéliniment de la suifaee 

.^v,: vì:ulleur>i ile posilion limite, i)uisqùe nous venons 

.u i il u MUOIO par Oz et par eetle droite n'avait pas de 

s . o\uUMumenl exeeption si le point initial est pris sur 

.X \ i»l A soni ÓK'i^*'^» iu)us ne pouvons plus rien eoa- 

,, r; 'x^ do lappOll 



r'.' 



*h<m/m/<'.s' ilvs frois racines sont snpérieurs à 1, mais 
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il y a deux racines imaginaires conjuguées et une racine réelle : S ^= S' i/^i 

On obtient poiir les antécédeiils les résuUats obtenus daiis le troisièmc 
cawS pour los conséqueiits. 

Le troisième et le (|uatriènìe cas sont les analogiies du cas iVun foyer^ 
daiìs la théorie de M.*' Poincakk (loc. cit., paj^^es ir>8-l() )). 

CiNQUiKME cas: les trois racines aont réelle^s, deux inférieures à 1 et une 
supérieure à 1, en raleur absolue : i S K ! S' , -< 1 <C S" | . 

Il y a une seule snrface invariante :l'* passant par le point doublé, elle 
conlient deux courbes invariantes (\ C et il v a une troisième courbe inva- 
riante C" en dehors de i:\ 

Si un point est pris sur l", ses conséquents successifs restent sur i:" et 
ont pour limite le point doublé, la droite qui joint le point doublé au n* 
conséquent ayant une position limite: on voit en effet, en se servant de 
la forme canonique (11) que pour un point de l\ on retombe sur le 1/"^ cas 
de l'itération à deux variables (g 8). 

Mais si un point est pris en dehors de >:", ses conséquents successifs à 
partir d'un certain rang sont situés en debors du domaine de délinition 
de la substitution et on ne peut plus rien dire. Cela résulte de ce que 
Fon a: \z,^^ i>>fc|2r^i, k étant un nombre Uxe supérieur à 1. 

SixiÈME cas: les trois racines sont réelles et Von a: \S\>';S''^\^\S"\. 

On obtient pour les antécédents les résultats obtenus dans le cinquième 
cas pour les conséquents. 

Ce cinquième et ce sixièrae cas sont les analogues du cas d'un col 
dans la théorie de M/ Poincaré (loc. cit., pages 155-158). 

Septième cas. Deux racines imaginaires conjuguées de module inférieur 
à 1 et une racine réelle de tnodule supérieur à 1. | 5 | = | «S" | <C 1 <C | S" |. 
— On arrive aux mémes conelusions que dans le cinquième cas, sauf en ce 
qui concerne un point pris sin- ì;": les conséquents d'un pareil point tendent 
vers le point doublé, mais la droite qui joint un conséquent au point dou- 
blé, au lieu d'avoir une position limite, tourne indélìniment autour du 
point doublé. 

HuiTiÈME CAS. Deux racines inuiginaires conjuguées de module supérieur 
à 1 et une racine réelle de module inférieur à 1 : | S | = | iS' | > 1 > | iS" | . — 
On obtient pour les antécédents les résidtats obtenus dans le septième cas 
pour les conséquents. 

Le septième et le huitième cas correspondent au cas d'un col-foyer dans 
la théorie de M."* Poincaré (loc. cit. page 160). 



'^ 



rff. ,r ^nr -^ ^iHsfrà^ m ^0M fnHtthpp^^llé'jf tpH fU^finÌHsent mie courbe 



^. ,^ .^ ,r nti»je^àr 9MfÌ9m '» »%hì» infinit*^ tÌ4» point^ ftoHhles fortìiani 

.^, ,. i:i. - •* Il II >r*-t'»*ttt*. fif>iir* avons ronrìtùiéré une substi- 

-.- ; ài/i*-- i.ài^-^ ♦* tntnaiiie «l'uii p#)iiit liouble isole. Il peut 

Lit me iiriiiitt* «li» |)oiiitj< floubies formant une 



L. 






Il»»ll. l< 



:t«i.lM»- ••— .-• 






li -^LiJ^nnituMi .iiiiu**tte une jtìtrface de points 



.i;- -••'•' t»* d -iir^n-»». r^jiuition en >* a une racuie 
..^-^. .-*-.,..j> ,r* Mi.fu •iiii*lrt>ni|ue ile Li surfaee pour 



•r'u.L -•* 



. . . ^UM * 



-t*M:v»* ui.i t**-^ c '$ e^ '^Ment: 



' # 






I . • • 



\\ i)\ \'>- «l'Ivi- • " 



^ A -i:- 



*tt 



'•i«int*Hi!ir^*!f «ies points doubles véri- 



' I 



t : 



' 1 



f '* 



» 7 



* ^K, 



w q»it-. :h>iK»ùù"st* q^i ^ ' ^^ ^'^'* -ur'urt. .(e f»ouits doubles taogente 
, \,, ,) ,,.>, .•Mna"«»i?< .MHN^di <ubsister lorsqu'on donne à x 
\( ^ ], yW-^ arvivix>tMM.MUs aibàtvaiivs nilìuimeut petits ^j-, 5// et à r Fae- 
^ ^j ^ ^. 0. v>n a dom\ ijuels que soieut ex, H y: 



,f ^ I 



t (iM 



(f 



I h a 6 - l ir = // = 



(.| Ir-J «^M»»<» 



(lon*^ dr la substituliuu devivnnent: 



.V .(• e .: 



V 



/ 



.'/ <• -^ 









et eii effecUiant 
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lo iiìHrno changeniont do variablos sur X, Y, oes ócjuations preimont la 
formi» ; 

X = .r -; . . . 

los tornies non oorits ótant do dojrró siipórieur aii premior. Soiis cotto 
foniìo, on volt iinniódiatcMiiont quo doux dos raoiuos aS, S' soiit ógalos à 1 
ot nous supposoron-^ la Iroisième racino S" différoiite do 1. Il ost facile de 
cherchor les courbos et los surfaces analytiques invariaiites passant i)ar 
rorijjriiio. La surface des poiufs doubles ost uno proniiòre surface invariante 
ot tonto courbe tracée sur cotto surface ost uue courbe invariante. Tonte 
antro combe analytique invariante doit otre tangente à Oa? et comnie la 
snbstitution (!.'{) a la formo Qi), nous pouvons appliquer à cotte substitution 
la méthode des §S 17 et 18, quoique Téquation on S ait actuelloment une 
racine doublé: on voit qu'il existe une courbe invariante tangente à Oar, 
puisque Ì—S"" n'est nul pour aucune valeur de n. On obtient donc les 
rósultats suivants: 

Lorsqiiune Hubditution à trais variables possedè ufie infinite de points 
doubles formant une surface, par toid point de cefte surface passe en general 
une courbe analf/fique invariante ìwn située sur la surface. On voit qu'il y a 
en outre une infinite de courbos aucalytiques invariantes, ce sont toutes celles 
qu'on peut tracer sur la surface des points doubles; il y a anssi une infi- 
nite de surfaces analytiques invariantes obtenues en associant les courbes 
analytiques non situóes sur la surface des points doubles, de fa<;on à ce 
qu'elles forment dos surfaces analytiques. Les points doubles pour lesquols 
la racine S" serait aussi ógale à 1 sont des points exceptionnels dans le 
domaino desquels los rósultats précédonts ne s'appliquent plus. 

"H. Cas oii In substitution a une infiniti' de points doubles formant une 
courbe. — En tout point de la courbo des points doubles, l'équation en S a 
une racine égale à 1. En ofTet, si on prond co point comme origine ot la 
tangente à la courbe doublé pour axe des z on doit avoir, en consorvant 
los notations du paragrapbo précódent : 

cSz = c?iz = () 8z = c''^z 

quel quo soit ^ z, d'où : 

= c' = () 0"=! 



•V4- Lafff'>f: Shè' les équalious foncfionnelles qui définissent une courbe 
ot la sukstitutioii preiKi la formo: 

Y _= rr' X ly y : • • • 

A — a JL' : 6 II - Z '' ' ' 

l/ó(Iualion Oli iS a une raciuo ójralo à 1. Si on suppose les deux autr'os 
raiiiies «listinctes et diflerentes de 1, on peut, })ar un ehanfrement de varia- 
I»les linéaire, ramener la substilution ù la forme: 

Y = S' II- 

Z = z - ' ' - 

Il résuite alors du J^ '7 que par tont point de l: courl>e C des paint^f 
donbles pansenl en general denx courbes aunlytique^s C\ C" invariantes par 
In substUntion : il ne peut y avoir exeeption (pren un point où les racines 
S et S' seraient é^aies à zero ou à it 1 ou en ini point oii 5 et S' seraient 
confondues. 

Quant aux surfaces invariantes, il en passe d'abord deux par toul point 
de la rourbe C des points doul)les : ce sont les surfaces engendrées par C\ 
('" lorscpie se déplace sur la courbe C\ il résidte en outre du § 18 qii'il 
passe une troisième surface invariante par 0, si S\ \S' sont tous deux 
supérieurs ou tous deux inférieurs à 1. Ainsi : 

Var tont point de la courbe des points donbles passent deux oti trois 
HurfnrPH inrariantcH par la Hubntitution, 

I/éturle de ritération d'un point pris dans le voisinage de la courbe 
des fioirits dr)ubles est facile: elle se fait comme dans le cas de deux va- 
rialilex ()( M). Soit A lì un are de la courbe des points doubles le long 
diji|ije| .V et S' sont irdV»rieurs à 1: on peut definir un domaine entou- 
ninf /l // l'I tei i|ue les consécpients successifs de tout point de ce domaine 
tendent vers ini point O de Tare A lì en restant sur luie surface analytique 
invi'iri«rde: een eons/'cpienls l(Mident vers suivant une direction déterminée, 
si ,S' et S' Honl r/'els el tourn(»nl au contraire indétìniment autour de 
ni S et S' tuorli imnKÌrinir(»s. Si *S et S' sont supérieurs à 1 le long 
de Viìii' A lì. let- r/'HuKats précédents s'applicpient aux antécédents. Enfìn 
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si S et iS" conipivnnent J, Ics consó(|iHMits et les aiitéeédeiits, à partir 
d'un certaiii ranjr, sorteiit du doniaiiie et on ne peut plus rien dire. 

jyétude de ritération daiis le voisinafxe d'une smfaee de poinls doubles 
est immediate et nous ne nons y arreterons pas. 

Ces résultats i)résenlent encore une analoj^ie frappante avec Ics résnl- 
lals établis ])ar M.' Poincahk dans Télude des rourbes singulieres d'un 
système de d(»ux éipiations ditrérentielles du premier ordre à trois variables 
(lor. eil. pa^res 104-107). 

4ì{. Poinh ìimUes oacilUtnls ou à convergence irréyulière. - - Les résul- 
tats énoncés dans le eas de deux variables (('liap. I § 15) s'étendent immó- 
diatement au ras de trois variables: on {^'énéralise la notion de point doublé 
d'uiK» substilution en introduisant des eyeles de p points pérmutables cir- 
eulairement par la substilution: par ces points passent en general trois 
cycles de p courbes et, suivant les cas, trois cycles ou un cycle de p surfaces 
se permutant circulairement par la substitulion. 

La traduetion analyticjne de ees résultats aii point de viie des équations 
fonctionnelles n'oifre aucime difiKculté et nous ne nons arreterons pas plus 
longtemps sur ce cas de la convergence irrégulière. 



CHAPITRE ili. 

L'kQLATION DK ScHRCEDKll. — AnALOOIKS ENTKE LA THÉOHIE 1)H L'iTEKATfON ET 
LA THÉOUIE DES POINTS SINGIJLIERS DES ÉgUATIONS DIFFÉKENTIEI.LES. 

^24. DvievminaUon des courbes el de^ ^surfaces invarianks à faide de ré- 
(ination de Sch rader, Nous avons determinò les courbes et les surfaces 
analytiques invariantes par une substitulion à deux ou à trois variables et 
l)assant par ini point doublé de la substitulion. Cette recliercbe peut se rat- 
tiutber a l'éfude des équations d'ABEi. et de Schrceder relatives à la substi- 
tulion. 

Soit par exemple une substitulion à trois variables 

X = f (x, .//, z) Yr=rj (x^ y^ z) Z == (x, y, z). ( 1 ) 

L'équation de Schrceder relali\eà cette substitulion est l'équation fonc- 



.^* 



>éy ^^ f,mtf0,rmt t^pm-hém^Ue^ qui d^finUsent mie courbe 



»»i . if-^ic::»- .i ''«»ftr*:»Mi lu'fmnii** ♦*! t une constante. 

..-•iiiaiiMfi l' ArfEL ^ <i«^iuit «tp réquation (i) en posant : 

- f u\ »9. ZK Z X. ti. ZK ^ ìJ-. */, -H = Vi ^•'^ i/- •) ^ loj^f A*. 

>;iw> ** ' a> «iiuif* \ariai>Ie. l'équation ci} «ievient : 

- (/ ixì| ^ A* y iJ'). 

KUe a »*te t*tutluv «laus le voisiua;:e d'un point ratine j\ de réqualioii 
/ ' < ' t |Kir M.' KiKNHis. tlans le ras ;rénéral oìi f {xj est différenl de 1 
t'I «le *>* |kir M/ (iuKNY et M/ Lkal dans res deux derniers ras (*). 

Daus le cas ile n varìahles, les éi|uatU»ns d'AnKL et de Schrcedeh ont 
t'tè ótmiiés par M.' I.kai. ilonsìdémns l'équation en -8' relative à un point 
doublé de la substìtution, suppi>si>ns que les raeines *S,, 6,,..., S., de eelte 
équatiou soient dislinctes. toutes ìnférieures ou toutes supérieures en rao- 
tlule à l, t*t qu'aueune iles raeines ne soit é^ale à un produit de puissances 
eidières des aulres raeines. M.' Lkal déniontre que Téquation de Schk(eder 
ailnicl alors ii solutions lìoloauwphes dans le doinaine du point doublé et 
telles que les ilérivées pixMuièivs ne soni piis toutes nuUes au point doublé; 
ptuir res n solutions, la eoustante k a respeetivenienf les valeurs 5,, 

i;«» resultai perniet dt^ delinu Uv^ eoiubes et les surtaces analyticjues 
luxariaides passant par un poiut ilouble. Soit par exeniple la substitution (1). 

(*♦) K«KMUM, /i.i /». nVtt > \Hi :*\\ \w\v*#fu/»»»«> Hué/iw^^it**: (HuUeL (les Siiences Muthéina- 
lniurM. IHS,I. /i*.>. /♦. « . /♦.\^ xM* *Va ^m.i;*.«'*sx 'Mi* UxmtH'tkfs (Aimales de l'Eiole Normale, 1884). 

(hii.\\. Sm* A»h .,|H,i/t.MiA /«»*♦. *•o»♦•♦^>^K^ V \uimU> ile rKcole Normale, 1884). 

Li, \i, /«./m»/»* smi '-'x tiMtt^».»!** <»i#,*f.»**Hv'4^ iAmiales de la t'aiulté de« Sciences de 
liiiilnuM. l'*Mi> <»n I ou\»M,» diMi». X diMMiv* la.'uuaiv ruulkatioii des Iravaux antérieurs 

r") M ' I» o UiiiW ;UK*ii Ir ^.w ^'0 U^< tav4»u>i ne soni piis disliiictes et le cas où cer- 
hiiiii,. ili.» KM UH.» mmmì \\\i |ui«iluilM de eu»?i**»Mvi.» i'nlièu's des autres racines: mais iious 
lalM.M M.ii» TM «M.. iU Mil»^ uMuuu- »u.u.. I a\ i»u-:v lail daus les cUaj). l et 11. 
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D'après le théorème de M/ Leau, il existe trois fonctions holomorphes ^i, 
Vi 5 ^s. vérifiant les équation dóduites de l'équatioii (2) en donnant respecti- 
vement à k les valeurs aS, , S.^, S». Il est évident, d'après ces équations (2), 
que les équations: 

Vi (^, Z/, -r) = vo (a^-, //, 2:) = v^ (x, y, z) = 

définissent trois surfaces invariantes par la substitiitioii (2) et passant par 
'le point doublé et comiiie les dérivées partielles dii premier ordre de ^,, 
'^,j, 'ys ne soni pas toutes nulles aii point doublé, ces équations définissent 
rune des coordonnées en fonction implicite des deux autres dans le domaine 
du point doublé. 

Ain^'iy en égalant à zero les trais solutions holomorphes de V équation de 
ScHKCEDER, ow détemiine, sous forme implicite, les trois surfaces amilfjtiques 
invariantes par la substitution (ì) et passant par le point doublé. Le^ trois 
courbes invariantes sont le^ intersection^ de ces surfaces deux à deux. 

Mais la méthode précédente ne s'applique pjis au cas où les modules 
des racines sont les uns inférieurs et les autres supérieurs à 1 : dans les 
deux chapitres précédente, nous avons pu definir, dans ce cas aussi, des 
courbes et des surfaces invariantes. 

25. Démonstration de Vexistence des solutions de Véquation de Schrcedeh. 
— M."* Leau a déniontré les résultats énoncés au paragraphe précédent en 
considérant l'équation de Schrcedeh comme un cas particulier d'équations 
tbnctionnelles plus générales qu'il a étudiées dans le travail cité plus haut. 
Mais on peut obtenir les solutions de cette équation par la méthode méme 
qui a ser%'i à M.*" Kcenigs dans le cas d'une variable, en employant les for- 
mes canoniques de la substitution que nous avons données aux §§ 7 et 19. 
Nous allons étendre ainsi la méthode de M.^ Kcenigs au cas de plusieurs 
variables. 

Rappelons d'abord la méthode employée par M.*" Kcenigs dans le cas 
d'ime variable (*), en modifiant légèrement les notations. Etant donnée la 
substitution à une variable: 



- • • • 



X = f(x)= S X 4 a ;;t^' 4- p x' 
désignons par x„ le n' conséquent du point x: M.^ Kcenkjs démontre ((ue 



(*) Bullet. dea Sciences McUhémaHques, 1883, pages 345, 3i6. — Annales de V Ecole Nor- 
male, 1884. 
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IVxpression - ." ,. - tMi svipposaiit ò' < 1 , a une limite pour n infiiii et qiie 

rette limite est une fouc-tioii ylo-) holomorphe dans le domaine de l'origine 
et vériliant Téquation: 

En «mtre: 

V'(0)=1. 

Considérons de uìiMiie une substilulion, à troìs variables par exemple, 
sui)i)osons que les rat-iiitvs de l¥quation en S soient inférieures en modale 
à 1 (*) et qu'aucune <U*J^ raeines ne soli le produit de deux puissances à 
exposants enliers des cituix autres raeines: on a vu (^ 1») qu'on poiivait 
ramener la substitutioii ù ia forme: 

Z = S^z\\ -, e(jf, //, z\ 



// i|,, H iMant trois foiicti«>»i« de x, //, z holomorphes et nuUes à l'origine. 
Hi Toh i\(*mw P^i' •'•'.' -V"' "" '^^ coordonnées du w' conséquent du point 
X, //. X, ori «; 

j.^ ..: S'\x\\ -1 ^M>r, 1/, 5r)]fl —F(x,, f/,, 2?,)]... 



J^H 



;>///i4i nlloHH inoli i'(*f' «"^' ^1 ^^ wue /imite i>oar if /w^^^i; cela revient à 
/i, IiIh l'I ronviT^enre du produit infini dont le termo general est 

1 |-F(d?„, //„, z„) 

,,t, ,U U X'iV' '!«>"* '<' ^^'*.'"^^ general est (^(•''.o //.o ^J |. On peut trouver 
/(/. M-- ooml/H'fs iiositifs .V et (3 tels que Fon ait, dans un domaine suffisam- 
,,,, ,,l lé.imui iiutour de l'origine: 



<* 1^- <i<ft Oli !<*« riK'iiies Hcniìeiit tìiipérieures cu niodule a 1 se rauuMie à celui-ci en 
>wi.^.i>i>/*//< ii^ Mibhliliition clonm»e par son inverse. 
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On est (Ione ranieuó à démoutrer la convergenco de la serie dont le tenne 



ì?tMiéi-al est: 



n 



1 M ^.^-r,y.\^rZ..] 



Supposons d'abord que le point ìiiitial n'appartienile pas au pian 2' = 0: 
alors z„ n'est pas luil et on a vu (§ 20, l.*^"* cas) (jue le n' ronséquent d'un 
point n'appartenant pas à la surface invariante 2:— tendali vers l'origine 

// X- 

tansrentiellement à rinlersection Oz des deux autres surfaces: *^" et " ont 

z " 

(Ione pour limite zero; il en résulte cjue le rapport : 



z. 



n.. 



z,. ..| 



\/ 



X 


.. — 1 


-i- 


y« 


LV 


^- 1 


Z^x.\ 


1 


^H f-I 






x^ 


_■ 


v^ 


1 


1 




3. 




z. 







\^ 



^-n x.^ + \ij, 



^hì] 



• — Pl'«»«M -t-'Z/"H 



Z 



hH j 



'«4-1 



, c'est-à-dire S^ qui est inférieur à 1 : 



a la niénie limite que le rapport 

la serie est donc convergente. 

Si le point initlal appartieni à la surface z = 0, on a 5'„ = quel qiie 
soit n et le terme general devienti 

,, _ M^\\x^,-x-\\j„ j 



W«M 



On démontrera comiiìe précédemment que -^^ a méme limite que 



w. 



ìir. 



•' \ 



y* 



cette limite est \ S^ ! qui est inférieur à 1 et la serie est convergente. Il y a 
encore exception si le point inititil est 'pris sur la courbe // = ^ = 0. Le 
terme general devienti 

M^ X. 



n.. = -V 



et le rapport 



u 



„ 1 1 



ìt. 



1 — (i X 
a pour limite iS', , 



n^\x 



Ainsi, dans tous les cas, le rapport -^^ a une limite qui est ' S^\ SJ 



u 



ou S, : cette lìmite étant inférieure à 1 dans les trois cas, le produit infìnì 



X, 



est absolument convergent. Il en résulte que ^\ a une limite que nous dé- 
signerons par ^{x, tj, z) et qui possedè les propriétés suivantes; 



fi ) Lattea: Sur tea éqttatiom fonctionnelles qui diìfiniasent uni coHrbe 



doiiiaiiie nufour de l'orighte, elle ent nulle sur la nurfnce invariante ■x = 
N&t déricópn iHirliellea y'j,, ^\ noni nnlles à l'origine, landis que 'i', etft di, 
reat de zero et enfin elle i-érifie l'équation de Schhieder : 

V\S,x{l-^r(x. !/, z), S, !, H -'^ t> {X, i/, z), S,z{l-hV>ix, y, z)] = 

= S.i(a-, (/, z). 

Nous nous bornerons A «lémoiitrer ce dernier point, ies démonst 
lions de ces propositions étant Ies generali sa tions imiiiédìales de celles q 
M.' KcEXKiS a doimées dans le cas d'une variabie(*). Po-sons: 

La fonction f.{x, y, z) a poiir limite </(x, y, z). On a: 

et d'autre part : 

/:.,(*, y, 2)^~ xSyX,\{+F{x.., y^, zj] = ^„ U", y,z)[\+F{x,, y., s 

d'ofi ridentité: 

l f,[S,x(\^ F), S,y(\-r 1'). S,z{\ -^B)\ = (.{x, y, z)\\. +F(:x.., y„ z. 



Lorqiie it erdìi. iiidélinimeiil, cui obticiit cu r>fralaiit Ies limilos dea dei 
iiiembres: 

^[S,x[{-\-F), S,y{\~'P). .S\.-(l i-e)| = S,v(j', y. z). 

La propobitioii est doiic démoritrée. 

On démontrerait de iiiériie «ine ^"„ et '', oul dea limites qui soni d 

fonctions lioloniorphes vérifiaid l'équation foriclinniieile (2) dans laquello i 
donne à k Ies valpuns A',, .Sj. 



(*) Antiaiea de VEcole Normnìe, iS8i (§§ III, IV. VI). 
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20. Nonvelles forme.s canoniqucs dune snhstitntion dans le cas oit les 
raeines de Véquation en S soni fonfi^s inférienres ou tonte^ snpérienres en 
valeur absolne à inni fé. — Conti iiuoiis h raisoiiiier dans lo cas de trois 
variables. Si oii suppose iS', , S., , S^ iuférieurs (ou supérieurs) tous les 
trois à 1 ot si aucune des raciiios n'est éjrale au produit do doux puis- 
siiiioos eutiòres dos aufres raciiios, ou pout niottro la substitiitiou sous la 
forme canonique vue au § 19: 

Ou peut, eu se servaut des solutions de l'équatiou de Schrceder trou- 
YÓes au paragraphe précédent, donner une forme encore plus simple à la 
substitution, forme signalóe par M. Lkac dans le travail déjà citò (*), 

Nous avons dómontré rexislence de trois fonctions holomorphes '^/^ {x, y, z), 
Cf.{x, y, z), 'y.H (.r, //, z) vórifìant trois équations de la forme: 

'^ [x (S, + F (X, //, z)), y {S, -•- (X. y, z)), z {S, -f- e (x, y, z)] = k'i (.r, y, z) 

où la constiinte k a respectivement les valeurs S,, S.., 6^. Posons: 

']/, (X, y, z) = u i, (j^, y, z) = v ^, (x, y, z) = w 
et pareillement: 

';. (A-, y, Z)=f; i,(A', r, z)=v ^^x, y, Z) = w. 

Ces équations définissent x, y, z en fonction holomorphe de u, v, w dans 

le domaine de l'origine, car le déterminant fonctionnel y. , ' — - — -{ n'est pas 

D{x, y, z) 

nul à l'origino, à cause des valeurs trouvées au paragraphe précédent pour 

los dérivées partiolles des fonctions 'y. Si on effecfne le chanijement de varia- 

bie^ ainm de fi ni y la subdiUdion prend la forme: 

U = S,n V^S, V \V=S,n\ 

Tello est la formo canonique do hi substitution signalóe par M. Lkau. 

^7. Eqnation generale des conrbes invariante^ par une substitution à 

denx ou à trois variable^s. Lo resulta t quo nous venons d'énoncor nous 

porniet do trouvor aisémont la formo generalo dos ocjuations d'uno courbe, 

analytique ou non, invariante ])ar une substitution à doux ou à trois va- 



(•) Leau, loc. cit. Chap. IV, § I. 
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riables, dans le cas où la forme canoniqiie (|uo nous venoiis de trouver est 
valable. 

Soit d abord une substitution à deux va riables, ^^ {x, y) et 'l^., (jj, y) les 
deiix Solutions de Téquation de Schrceder. Si nous posons: 

'}. {^. y) = ^^ ^. (^, y) =■' ^' 

le problème se ramène à la recherche des eourbes invariantes par la sub- 
stitution : 

U=S,u V=S,v 

problème traité corame exemple au § 13. 

L'équation generale d'une courbe invariante est: 

r = w'"*^*"^» X <^iok5, (log n) 

oiiog.Sj (m) désignant une fonction périodique arbitraire, de période log Si. 
On voit aisement qu'on peut donner aussi à cette équation la forme plus 
symétrique: 



1^^'^'''- co,og.s (log V) = n^^^*'> 0)10^.^, (log u) 

en désignant en general par o)., {x) une fonction arbitraire de x admettant 
la période a. 

Sì on revient aux variables x et y, an voit que Véqiiation generale des 
eourbes invariantes par une sub-stitution à deux variables est, dans- le cas oii 
Si , /Sa i sont inférieurs (ou supérieurs) à 1 et oii aucune des raciìies n'est 
une puissance entière de Vanire rad ne: 



[^. (X. y)f^^ ono,s, (log ^.) = [^, (X, yp""^ 6),o«.s. (log ^,) 

oh i, et ò. désignent deux fonctions holomorphes fixes et w., (x) une fonction 
arbitraire de période a, 

Dans le cas de trois variables, on trouve un resultai analogue. Le pro- 
blème du § 13 se traite, pour trois variables, comme pour deux et les eour- 
bes invariantes ont pour équations générales: 



[^. U^ y. ^)]'"''' co,«,5, dogi.) = \'V. U\ y. ;r)l^"^^' (0,0,5, (log^.) = 



-'f.(^% y. ^)r"''^^o,,,5,(log'i.). 



(>t Lallès: Sur Idi éqnatiou^ fondionnelUs qui definissent irne courbe 

Supposons les racines >,, X.^ rie ró(|uatiori: 

V ~(a :-b')l r ah' -ba=Q 

dislinctes. On pourra, par un changement de variable liiiéaire, rameiier 
f et (f à la forme: 

f(x, !/) = \x 

? (-r^ !)) = >'.. .(/••• 
et la substilutioii (3) devienti 

X = x-^(\yX r '")^i 

Les racines de réquation en S relative à cette snbstitution soni: 

S, = l-t->M^'< .S, = 1 -r>oSf. (4) 

Soit 1/ = V (JP) une courbe analytique invariante par la substitution. La fonc- 
tion ^(x) vérifie l'équation fonctionnelle: 

•I \^ + f(x, y)^t] = ij \-^ (X, !,) S t (5) 

dans laquelle on doit supposer y remplacé par ^ (x). En développant les 
deux membres par rapport aux puissances de S t, elle devient : 

ò' {x) f(x, //) S < H — = ? (^, y)^t" — 

d'où en divisant les deux membres par 5 f, en faisant tendre S / vers zero 
et en renipla(^ant y (x) par -r- ' 

dx dii ^^.^ 



f(x, tj) o (.r, y) 

Ainsi: 

L'équation fonclionnelle qui definii mie courbe invariante par (3) devient 
à la limite l'équation différenticlle (fi); les courbes invariantes par (5) devieu- 
ìient les courbes drfìnies par cette équation différentielle : les points doubles de 
la substitution (3) deviennent le^ points singuliers de l'équation différentielle. 

Pour obtenir une courbe invariante par une substitution, il suffit, comme 
on Ta vu (J5§ 1 (»t 14 bis), de considérer un point 1\ et ses couséquents 
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Pi, P,,.-- ainsi que ses anlécédenls P_,, P_2,...i <le joindre PqP, par un 
are de courbe: les arcs trausforiués de Po Pi par la substitution donuée ou 
par son inverse sont des arcs P, P,, P.,Ps,.,. et PoP.i, 1^-i ^^-av q^ii P^i* 
leur ensemble constituent une coiu-be invariante. Lorsque, dans la substi- 
tution (3), on fait tendre 8t vers 0, un point se rapproche indéfìniment de 
son conséquent et, à la liniit(% les antécédents et les conséquents successifs 
de Po Pi constituent une courbe intégrale de ré(|uation différentielle (0). 11 
en résulte que, dans le voisinage d'un point singulier, les courbes intégrales 
présenteront plusieurs dispositions différentes suivant les diverses disposi- 
tions qui se présentent dans Titération (fun point pour les conséquents et 
les antécédents successifs (§§ 8 et 9). 

Dans l'étude de Fitération d'un point, on a suppose Si=^-Si, ce qui, 
d'après les valeurs (4) de S, et de S., conduit à supposer X^-^^.^; de plus, 
aucune des racines n'étiìit une puissance entière de l'autre: or, Tégalité: 
1 — X, S/ = (I 4- X,. & /)" devient à la limite: l^ = n\ et on est conduit à sup- 
poser que --' n'est ni un entier positif, ni l'inverse d'un entier positif: c'est 

bien là une hypotlièse (pi'on est conduit à faire dans la théorie des points 
singuliers (Voir Picard. Amilyse Tome UL Chap. IX, § 3). 

Ces hypotbèses faites, la discussion des §§ 8 et 9 conduit à distinguer 
trois cas: 

ì. \ et >j réeis et de ìuéine siyne, D'après les valeurs (4) de S, et de 
iSj, ces dernières quantités sont alors toutes deux supérieures ou toutes 
deux inférieures à 1: on est donc dans le premier ou dans le deuxième 
cas du § 8 et les conséquents ou les antécédents successifs d'un point 
tendent vers l'oiigine: il en résulte que tonte courbe intégrale suffisamment 
roi^iìie (le V origlile passe par ce point: l'origine est un nwud (Picard, Cha- 
pitre IX, § 3). 

2. >i et \ réskf et de sigile^ cantraires, S, et St sont alors l'un supérieur 
et l'autre inférieur à 1; dans ce cas (§ 8, 3* cas), il y a deux courbes C et 
C telles que les conséquents successifs d'un point de C ou les antécédents 
successifs d'un point de C tendent vers l'origine, mais si le point initial est 
pris hors de C ou de C les conséquents et les antécédents successifs à 
partir d'un certain rang sortent du domaine de l'origine. A la limite, on 
voit que l'équation différentielle (G) admet deux intégrales réellss et deux 
seulenienl passant par le point singuìier: c'est le cas du col (Picard Cha- 
pitre IX, § 4). 
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o, X, d \ inuigbmires conjugués, Les raciiies Si et 1S2 sont alors inia- 
giiiaires conjuguées: les antécódenls ou les conséqueiits successifs tournent 
aiitour (le rorijrine à la fa^^on de points distribués sur une spirale loga- 
rithiDÌque (^ 9). A la limite, toute courbe intégrale se rapprochant suffisam- 
ììienl de V origine adniet ce point conune point asymptote: oìi retrouve le cas 
d'un foyer ( Picard, Chap. FX, § 5). 

Revenons au premier cas (X, et \ réels et de meme signe): les racines 
*S', et iS'. éhmt toutes deux inférieures ou toutes deux supérieures à 1, les 
eourhes analytiques invariantes par la substitution (3) et passant par l'ori- 
gine peuvent etre déterminées, soit par réquation fonctionnelle (5), soit sous 
forme imj)licite a Taide de Téquation de Schrcedkr (§ 24). Voyons quels 
résultats nous fournit à la limite cette dernière équation: elle a actiiellemeut 
la forme: 

'}[x4-(A.rfr r.'..)^'. /y-;-(X,y/ r . .)^<J = A^i(a-, y) (7) 



ou 



U'^. //)4-~^a.aJ ^..)«<-K^^^ y). 

Posons : 
L'equa tion devient: 

En divisant les deux membres par S t et 011 faisant tendre ^ t vers zero, 011 
obtient : 

(\x :---')^^ r{\y l---)^^ = P^(-^. 1/). (8) 

C'est uiR^ é(|uatioii aux dérivees partielles cpii joue un ròle important daiis 
la théorie des points singuliers (Voir Picard, Analyse III, Chap. I, § 3). 

fj'^Mluation de Schrckder (7) a, comme on Ta vu au § 26, deux solu- 

» 

tions holomorphes i, {jr, //), ^.^ (x, y) poiu* lesquelles la constante A' a re- 
spectivement les vaieurs S, = 1 f- X, S < S.> = I f- X^ S f. A la limite, l'équation 
(H) a deux solutions holomorphes obteiuies en prenant pour p les vaieurs 
>,, >a : ce sont bien les conclusions auxquelles on arrive dans la théorie 
des points singuliers (Picard, Chap. I, §S '^ ^t 7; Chap. II, § 1). 

Ainsi, Véquatioìi fondionndle (5) et réquation de Schr(EDER (7) jouent 
rune pnr rapport à Vanire le meme ròle que Véquation différentielle (6) et 
Vvqìiitlon aìt V dérivrvs partielles (8) Vune })ar rapport à Vautre, 
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Enfili, nous avoiis établi au JJ "27 la formo }i:éiiérale de réquation des 
courbes iuvariarites ))ar la siihstitution. Cette rMiiiatioii ost: 



wiok5, M et coiojr^^(a') dési{?naiit deux fonctions arbitraires de periodes respoc- 
tiveK logS, et log Sai ces foìietioiis devieimeiit, lorsque S< teiid vers zero, des 
fonctions de période zero, c'est-à-dire des constantes et l'équation précédente 
devient 

A [h (X, y)f^''^'^ = A, [i, (X, y)f^''^^^ 

et on en déduit, en élevant les deux nienibres à la puissance S< et en fai- 

sant tendre S t vers zero : 

1 1 

A, [h (^, ìf)t = A, [•}, Uv, y)f' . 

On retrouve la forme de l'intégrale generale d'une équation différen- 
tielle (0), dans le cas d'un nceud, qui résidte d'un théorème general du à 
M/ Poincaré (Voir Picard, Gli. I, § 7 et Gli. IX, § :}). 

"i^. Les mémes analogies entre la théorie des points singidiei-s des 
équations différentielles et la théorie de Titération se présentent dans le 
cas de trois variables. Gonsidérons la substìtution: 

y=,/-i_(X,^4 ...)S< \ (9) 

Z= z + Ck.z-^ )8L 

Soient y = '^(x) z = i{x) les équations d'une courbe invariante par 

cette substitution. Les fonctions y et y vérifìent le système d'équations fonc- 

tionnelles: 

^ [a? -f- (X, X- -i )^i] = y-r(Kv+")^t 

yjx \-(\x-{ )^t] = z + ('K,Z'\ )8t 

dans lesquelles y et z sont mis pour abréger à la place de ']f(x) et de x(^0- 
Lor^que St tend vers zèro, ces équations devieiment, comme dans le cas 
de deux variables: 

f (j?)X [\x-{ ...] = X,7/H 

X(x}X\\x-\ J = >,5H 
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rVstsi-din»: 

fi j* (t y d z 



>., U* - • • • \ !/"-'•• ^:: Z 



(10) 



Les rourbes invariaiites j)ar la substitution (9), (|ni adiiiet rorigine pour 
poiiìl doublé, devienneut done les iiitéfrrales du systènie (10) qui a uà poiiit 
sinjndier à rorigine. 

Soil de lììeine: ^ = v(*r, //) réquatiou d'une surface iuvariante par la 
sul>slilulion (9): la fonetion y vérifie réquatiou fondionuelle : 

V [x ^ (A, a- -: . • •) ^ '' ^ ' ^^- '^ ) ^ '] = > . 2r ì • • • 

qui devient à la limite: 

{\^+'')ll + {\y + '-)l~ = '^.z + -'' (11) 

Cesi réquatiou aux dérivées partielles des surfaces engendrées par les courbes 
inléjrrales du systènie (IO): les intégrales de eette équatiou (li) se présentent 
iUftìi' eomine liniites des surfaces invariautes par la substitution (9). 

I^ disf-ussion du § !20 relative à l'itératiou d'un point par une sub- 
«•titiitiori à lrr)is variables conduirait à distinguer les quatre espèces de 
fHfiut< siriguliers envisagées par M/ Poincaré dans Tétude des intégrales 
#lij .^ystìffiie (10), les mmids, les coLsy les foyers et les cols-foyers. Nous ren- 
%'#Trori.s piiur eette étude au ménioire de M/ Poincaré « Sur les courbes 
fU'fhuejf /Hit iute fu/uation différentieìle » (Journ. de Liouville 1889); on verrà 
HìiU'UU'ul eoininent les résultiits (|ui y sont établis résulteraient de l'étude 
iU' rit/'Hilion d'un point, eonnne daus le eas de deux variables. 

iJoriJorjH'fiiiUH à indiquer eomnient on peut defluire de la théorie de 
Vì\hi%\Unì la forme des équations d'une eourbe intégrale dans le eas d'un 
tiJi*iul\ Vi* eaH est eelui ofi X,, X., a» sont positifs et par suite S, = 1-|-X, 5< 
S, \ * >, ^ i 'S'» -■- 1 • > j, % i tous U»s ti'ois supérieurs ou tous les trois in- 
f/^rii'iirn k \. On a vu au § 27 (lue les équations générales d'une courbe ìw- 
yìwmM Hont: 



(y, (*/', //, *;j'"'^'+'''"' / o.,.,,^. (log •^) =. [•]-, (;«, y, z)f^''rm ^ ^^^^^ ^^^^ ^^^ _ 



[^ i-C, y, z)f^'^''' X <oiogs. (log ^.). 
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Lorsquo 8t torni vers zèro, les fonctious w deviennont des constantes .1,, 
A.,, A;, et, en niultipliant l(»s trois meiiìbres par fi f et faisant tendre 8t vers 
zero, on ol)tient la forme generale suivante cles éqiiations: 

I 1 I 

J, f^. (j\ //, z)f^ ^ J, I^L, (.r, //, r)]'^ - : ^, [i, (.r. //, r)]^^ 

il, i,, '.{;» dési^niaiit trois foiictioiis holomorplies et .1,, .L, .!;» des eonstantes 
arbitraires. Ce soiit, aux iiotiitioas près, les équations géiiérales doruiées par 
M/ F^oiNCAHÉ pour les eourbi^s iiitéf^rales dii système (10) (*). 

Le cas où la substitiitioii (9) aurait une infinite de points doubles for- 
marli une courbe conduit ù la limite au eas où le système (10) aurait une 
conrbe Hingiilière : les résultats du 5^ "ìì nous donneraient ainsi les résultats 
établis par M/ Poincaré, pour le cas d'une courbe singulière, dans le mé- 
moire déjà cité plusieurs fois (**). 



(*) PoiNCAKK, Sur les prnpri^tés des fonctiotìs définies par le^ équations aux différences 
partielles (Thèse, Paris, 1879, paj?e 70). 

(**) Journal de Liourille, 188() (pages 16!2-1()5). 



BEUXIÈME PARTIE 



CHAIMTRK IV. 



LeS (iOUKBES INVAKIANTES l'Alt UNE SUBSTITUTION (X, V; W, If, y'). 



l. Consìdóioiis une substitutioii de la forme suivaiite: 



A' — f {x, f/, y ) 


■ 

y = 

. 




"i —rf(x, y, y ) 




1 



(1) 



Olì /" et 9 désignent des fonetioiis eontinues dò x„ //, //'. Noiis appellerons 
une pareille substitulion une subslitution (A", Y; x^ i/, y). 

Si une fonction // = ']' {x) reste invariante par rette substitution, elle 
vérifìe une équation fonctionnelle dans laquelle la fonction inconnue in- 
tenient par elle-méme et par sa dérivée. On a en effet, dans cette hypo- 
thèse * 

d'olì Toh déduit Téquation fonctionnelle: 

On voit donc que l'étude des équations fonctionnelles de cette dernière 
forme revient à Tétude des courbes invariantes par luie substitution (.Y, Y\ 

^, y^ y\ 

2. CotutéqueiUea et antecèdente^^. — La substitution (1) fait correspondre 
un point (X, y). à un élément de courbe {x, i/, y), Réciproquement à un 
point (X, Y) correspondent une infinite d'éléraents x, i/, y vérifiant le sy- 
slème (1). 



72 Lattea: Sur leji éqnations fonctionnelles qui definissent une courbe 



A tonte fonction i/ = y(a-) la substitution (1) fait correspondre une 
fonction y de X qui sera dite la coìmkiuefUe de y(*r). Les équations (1) 
perinetteut de calculer V, T",... en fonction de x. //, y\ y\... Si te trcuè- 
sformation (I) neist i^ts une Iraìisformation de contact, la dérivée Y*"* dé- 
pendra de x. y et des dérivées de y jusqu'à Tordre w - 1. Il en résulte 
que si deux courbes ont un élément commun et ont un contact d'ordre n 
suivant cel élément, leurs conséquentes ont un coìttact d'ordre n — 1 au 
point P correspondant à eel élément; si les deux courbes ont un contact 
du premier ordre, leui-s conséquentes (mt au point P deux tangentes di- 
stinctes; enfin, si deux courbes passant par un point p et définies dans le 
voisinage de p ne sf)nt pas tangentes en ce point, leurs conséquentes sont 
définies Fune dans le voisinage du point P, correspondant à l'élément de 
la première courbe et Taulre dans le voisinage du poinl P^ correspondant 
à l'élément de la deuxième courbe, de sorte cpie lef$ conséquentes ì%e jìeuvent 
IMS, en general, éire définies dans un niénie domaine, 

Réeiproquemenl. a une fonction y=y(X), la substitution (i) fait cor- 
respondre une infinite de fonctions y de x. Ce sont les intégrales de l'équa- 
tion dilTérentielle: 

Supposorts la courbe y = v(X) défìnie dans le voisinage du point P de 
coordonnées A\, v(Ao). A ce point P correspondent une infinite d'élénients. 
Soit E l'un de ces éléments: il y a en general une courbe intégrale de 
l'équation difTérentielle contenant cet élément et cléfinie dans le voisinage 
de cet élément: cette courbe sera dite antecèdente de y=y(X). Ainsi une 
courbe a une infinite iVantécédentes. Si deux courbes ont un contn<:t d'ordre 
n au point P, leurs antécédentes contenant l'élément E ont un coìitnct 
d ordre n • 1 suivant cet élément (bieri entendu en écartant toujours le 
cas où la transformation (1) serait une transformation de contact). 

.*{. On pourra obtenir des courbes invariantes par la substitution (1) 
comme limite des antécédentes ou des consécjuentes successives d'une courbe, 
a Taide de la proposition suivante: 

TuÉiOKKMK. — *S7 les antécédentes ou les conséquentes successires ']fi (x), 

y.^ (x). y„ (x),... d'une fonction y„ {x) sont définies dapis un certain donuiine 

commun et ont dans ce domaiìie une limite '^ (x) pour n infini, si cette limite 
•y (x) a une dérivée y' (x) et si '^^ (x)y '«!/„ (x) tendent uniformément vers leurs 
limiles dans le domaine cotisidéré, la limite } (x) vérifie l'équation fonctiour 
nelle (:2). 
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Getto proposition se déniontre coiiìiiie la proposition analogiie relative 
à ritératiou à rleux variables quo noiis avons établie dans la première 
partie l§ 12). 

4. Eléinenls doublet, - Si on veut appliquer le théorènie précédent, la 
diffìculté est de definir toutes les antócédentes successives dans un doniaine 
qui leur soit eomniun. 

Il est nature), pour simplifier, de se limiter au voisinajyre d'un chUnenl 
(lonbìp de la substitutiun. 

Nous dirons qu'un éléinent (j-.,, //„, /y'„) est un elément doublé de la 
substitution (1) si le point qui lui correspond est le point (a*„, y^) lui-ménie. 

Les éléinents doubles véritient le système d'équations: 

Si une courbe eontenant rélément doublé et définie dans le voisinage 
de ir., n'est pas invariante, elle a avec sa conséquente un contact d'un cer- 
tain ordre p; il en résulte (§ 2) que la première et la deuxième conséquentes 
aurout un contact d'ordre p — 1 , la deuxième et la troisième un contact 
d'ordre p — % et ainsi de suite; les p premières conséquentes seront bien 
défìnies dans un certain intervalle Xo — A, Xo + A, mais la p' conséquente 
ne contiendra plus Télément doublé et la (p + 1)*^ ne sera plus définie dans 
le domaine de Xy : les conséquentes fìnissent donc par passer par des points 
du pian situés dans des domaines distincts, de sorte que si f{x, y, y) et 
? {^\ y^ y) »i^ ^^nt défìnies que dans un certain champ, on ne peut pas ap- 
pliquer la méthode des approximations successives aux conséquentes. Notis 
nou^ limiteroìis donc dan^ la suite à V elude des antécédentes. 

5. Forme réduite de la substitution (1). Soit (a?o, j/o, 2/'o) un élément 
doublé: x^, y^, y\ vérifìent les relations (4). On peut, par un changement 
de variables, amener x^. y^, y\ à étre nuls tous les trois. 11 suffit de poser : 

X = Xq-\- h 

y = .Vo -r y'o « + V 

d'où Fon déduit: y=^y\-\-v. 

Cette transformation fait correspondre Télément (m, r, v') à Télément 
(^1 i/? y) ^t de méme le point ?7, V au point X, Y. 

Annali di Matematica, Sarie III, Tomo XIII. 10 
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La substitulion (1) ainsi transformée devient : 

X,, + U=f {d\, + u, ijo + ìjo n + r, y\ + v) 
' i/o + y'o f/ + F = 9 (Xo + w, I/o -^ y\ n + i^', i/'o + v) 

d'où l'on dédiiil en tenant compte des relations (4) et en n'écrivaut dans 
les seconds membres que les tennes du premier degré en ti, r, r': 






\Sy dy 






^a^,_ 



On peni dono toujours ramener la siihstitutlon {l) à la forme suivante: 

X = ax -i-by +c//' +J?(.r, //, //) ) 
Y = Ax+By^Cy+it> (X, y. y). ) 

L'élément doublé a maiiitenant pour coordonnées x = y=^y=0, Nous 
supposerons à l'avenir la substitution doiinée sous la forme (5): F et 4> se- 
ront des fonctions défìnies dans le domaine de l'origine, ayant des dérivées 
partielles du premier ordre continues dans ce domaine et tendant vers zèro 
avec x, y y, 

Dans la forme ainsi réduite de la substitution, les coefficients a, 6, e, 
A, jB, C exprimés en fonetion des coordonnées primitives a?o, «/o, i/o' de l'élé- 
ment doublé ont les valeurs suivantes: 

(Sf . df A , ra?- a? , .(df\ df ai 

\dx dy ^' Jo [dx dy ^ ^ \o x dy ^ Jl 

^ T] B = ( ^ ^ — u' -'1 

dy). \dy ' dyjo 

\dyl. \dy' "dy); 

6. Courbes invariantes. — Nous nous proposons de chercher une 
courbe invariante par la substitution (5) et contenant l'élément doublé (0, 0,0). 
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Nous elienrlieroiis à robteiiir coinme limile d'aatécédentos siiccessives con- 
teuant cet éléiiieiit doublé. 
Soit (Ione : 

ré(liiatioii d'une eourbe eontenaut rélénient doublé, c'est-à-dire tangente en 
ù Ox. 11 lui conespond une infinite d'antécédentes qui sont les intégrales de 
réquation différeutielle : 

•:, \ax-hby ^ e y ^- F (x, y, y')] = A x ~ ny-^Cy+<P (x, y, y), 

11 y a une intégrale et une seule de cette équation passant par Forigine 
et défuiie dans le doniaine de l'origine ponrvu que C ne .soit pas nuU con- 
dition que nous supposoiis remplie. Cette intégrale est tangente en à Occ: 
e' est elle seule que nons appellerons dvsormais V antecèdente de la foìiction ^o (i^)- 

D'après les propriétés énoncées au § ^, on voit que les antécédentes suo- 
cessives sont toutes tangentes en à Ox et qu'elles ont cliacune un contact 
de plus en plus élevé aree la précédente, Leurs équations sont de la forme : 

y = ^^ (x) = a x^ + 6 a?" -t- • • 

y = i;^ (ir) = a x^ + 6 X** = ex* -{ 

la sèrie i„ (x) ayant ses termes depuis le premier jusqu'au terme en x"'^^ 
identiques aux termes de méme degré des séries suivantes. S'il existe une 
fonction invariante par la substitution (5), on connaìt ainsi les termes suc- 
cessifs de son dévelop])ement (mi sèrie. (]e développement est de la forme: 

// — ^ a .r'" ■-'- ' • • 

Calculons le premier coeffieient a : on j)eut se servir pour cela de la 
première antecèdente, puiscpie ce coeffieient est le méme pour la courbe in- 
variante et pour la j)remièi'e antecèdente. L'ècpiation différeutielle de cette 
dernière (pie nous avons ècrite plus liaut donne, en prenant les dèrivées 
des deux nìembres et en faisant x égal à zèro dans Tègalitè ainsi obtenue: 

A + Cy\ = 

d'où : 

A 
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L'équalion de la courbe invariante supposée exister est donc de la 
forme : 

y~ C 2 

Geci nous conduit à faire un nouveau changement de variables qui sim- 
plifiera la substitution (5) et à poser: 



d'où: 






y = — -^ * + »/ . . 



La substitution (5) devient: 

„ aC — cA , , , ' , -rif ^ ic' A , , 

X = ^ x + by, +cy, +F\x, _ _ -^- -i- y, , _ _ »+ y , 

y>= B y, + e y\ -\- <t> ^x, _A|_4-y,, _^a; + y',ì + 

,A^X^ 

En inettant de nouveau y, y à la place de »/,, y\ pour simplifier les 

notations et en posant: 

a C — e A 



S = 



c 



la substitution (5) prend la forme suivante: 

X = Sx~by + cy' + F {x, y, y') = f (x, y, y') 
1= By-^Cy' + <t>(x, y, y') = f(x, y,y') 

F et * ne sont plus les ménies fonctions que daiis la forme (5) de la 
substitution, mais ce sont des fonctions possédantles mémes propriétés, c'est- 
à-dire défìnies dans le domaine de l'origine, ayant des dérivées partielles du 
premier ordre continues et tendant vers zero avec x, //, y. Quant à 6, e, 
B^ C ce sont les mémes quantités que dans (5). 

7. Pour dómontrer l'existence d'une fonction invariante par la substi- 
tution (6), il suffira de démontrer, d'après le théorème du § 3 : 
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!.• qne ìen anlécédentes sìuicessives '^, (jp), i^ (x)^ . . . «^f^^ (a?) . . . d'une fonc^ 
tion initiale io (x) convenablement ciwisie, anlécédentes qui aoìU obtenues soiis 
forme de série^ jKir V integration d'équation^i différentielleSy peuvent et re défìnien 
et mnt convergentes dan^s un certain intervalle de convergeuce commun, 

!2.® que 'l^ (X) et •'/„ {x) tendent uniforiuément vers des limites dan^ cet in- 
tervalle de Cfmvergence commun. 

Le biit iiiial <les développenients qui suivont (*st de déniontrer les pro- 
positions précédeiites daiis le cas où l'on a: 

C - et .SI<1. 

La fonetioii initiale yp (jr) devra étre assujettie à certaines restrictioiis qui se- 
ront fìxées au cours des démonstratious. 

Nous inontreroiis d'abord eomment ori peut clioisir la fouction initiale 
de faeton à ce que cette fouction et son antecedente puissent étre déiìnies 
dans un intervalle commun ne dépendant qne de la suhstitution (G) donnée et 
qu'elles fioient assujelties anx mèmes restriction^ dans cet intervalle : o\\ voit 
qu'ou pourra i)asser alors de la première à la deuxième antecèdente comnie 
on est passe de la fouction à la première antecèdente, et ainsi de suite, de 
sorte que toutes les autècèdentes, pourront ètre défìnies dans un domaine 
commun. C'est Tobjet du tliéorème suivant: 

8. Thkorème. — Sous les hypothèses: C^^O et S <i\, on peut déter- 
miner deux nomhres positifs S et //, ne dépendant que de la suhstitution (6) 
donnée, de fa(;on que, si y (x) est une fonction définie daìis V intervalle — ft, 
-hy nulle pour j^ = et i^érifìant daìis cet intervalle Vinégalité: 

son antecèdente ó, (x) possHe le^ niénies propriétés^ e' e^st-ìi-dire soit définie 
dauH V intervalle — h, \-h, s'annulle pour x=0 et vérifìe, dans V intervalle, 
Vinégalité: 

•y, (X) <8x\x . 

Soit /y-=i(.r) rè(iuation d'une courbe t^ui^'ente en ì\ x, la fonction 
•i ètant dèrinie «lans h» domaine <le Toripiiie et vèriflant rinèf^'alitè: 

Son antecèdente est une fonction y donnèe par Tèquation ditTèrentielle: 
i [S X -i by-rc y + F (^x, //, y)\ = By+ C y + {x, y, y). 
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C.*»Ut» *Vfii;ftion \ìf^uì f'fvf' V-snlii^» ì>ar ranri/irt .i 7 «lans 'e •toma me le 

jrpTiJM «'f! ^) f ò /•. U» <ortf» ifii*' r.*iif»V-/fl#»rifi* i*sf itétiriif^ *ìaiis in '-ertain 

'•*»t fitMiv^flU» •!*• Vii-ni» 'Mr:! u* «li'-ji^ruu» :ir»s U* \ii :'iini*t'i(iii -, 'oais -follie- 
'iHi;ii if#» ;;i ^iil»-i it iiti#>ri iv i»f lU" 'Virrui .fiu* la Virii'tinii /# .liiisi lié+ini»* "Hritìf* 
.fM<«» r!ii«''f/j»liU'' : // "^ •) /* . I*'iiir ;p :iiiinlrf*r. ;i«»ns .illnris iritétiTf^r 'Vniua- 
tion ;)''fr ,ior>roMtn;ilÌMn>: >ni'i'f»«si\-«»s: »n ';hìI ipip •'♦»st iiiie 'nèHioiie^ imatririet* 
j»r'fr M. l*:«'u?M *'. ijrwif /•t;fhlii' i*»v: :|uW»r«»nìf»s M^vishMiiv* v^latil's iiix »^iiiatif>n> 
ifi|T«'«i»»iìtÌPtU»'-!: r*^»ttM iiipthnMp ioti< :>pr!npttìM <lf* <U'MÌMÌr 111 -iiterraile «te «oii- 
vovjf^uré* n#» f\óì}i'}}i\hni -mi» «fp i;i -mlwiitiitinn «ì». Il ''(iriviprit Doiir '"nla «ie 

« 

JlliViMltf" 

>' - /; // ^ // '(> .-•. //, // ?. 



< i ) 



1» p^'f f'ffmìì'ìf* F lino ffinr-tióM f|p froi.^ v^riahlf:^ ilptir.jr* ilan> le voisimiire jìh 
i"oriì/ifiP, a\Mnf r|p>? f\ór\\(»**< partili»--' «In pr«^nnVr *)V\\t^ rniitmiips et N»nilant 
vPr-^ //'r^> pri hmmii^' tp»np«-' qnp k'^' \ ariiiMr'-'. 

fVnir prp'^'isrT. rKKu-? ^npp<»*<opori-? Ipx t'onr-tioriH f t't •^ <|pHìiies pniir 
|/'s v<ikMir.< d^s v;iri<iblf-; ir»FfTÌr'iirps pn vvilfur ahsoliif an iioiiibre positif z: 
i\.\u< r-ps V(\ì\t\\\\(ìì\<, \t'< rlpriv/'p^ p;ii'tip|k'v iW rp- tV»iirtioiis xMif iiiférieures 
^•ri V/ilr'iM jib'^ihiP <i un nofiibrc po^ifif >, rp f|f•rlli^•^ Morrlb^^^ poiivaiif ptre 
(»f'i< >ifi.«i ppfif i\\\(ìu U' v^iif. <i rorubtioii r|p |»rfMHlrf ^ siiffisainniefit petit. 
i'i*<\')\i\\vt* f|p rpstrpindrp sipft'H«irnr»»oht U» rh^iinf) «b* ilptinihOri ile la sul>- 

l//*qpiMtir»n fhfT/'r^*nfi^'lb' rpii (b'-finit riintPc^bTite (b»vient: 

(•; l'MAMM. 7'r/i/^' tlAtialfiRr, Tomm- III. 
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Cesi cette équalion qn'il s'aj^it d'ìntégrer par approximations successives. 
Nous (léniontrerons pour cela quelques propositioris préliminaires. 

Lkmme I. La foìiction y de x étant définie dakis V intervalle — h, +/*, 
s^anmillant pour x = et verifiant VitiégalUé y \<i^ X i» ', on a d/iìis tout 
r intervalle — h, -i-h VinégaUté: 

f{x, //, //) < X 

f}Ourim que 6 et h soieid sujJÌHainìnent petite. 
Oli a en cffet: 

f(^, y^ y)=^Sx - by - vy r-F(x, y, //). 

La fonctioii F(x^ //, y) ii'ét*iiit déiìnie (pie pour les valeurs de x^ y, y 
iiifórieures en valeur absolue à s, il fa ut tout d'abord sassurer que x^ y, y 
sont compris dans ces lirnites. Or on a: 

d'où : 



h X 

!i < or 



Il suffìt que Fon ait: 






.r <£ ò X <£ et o)-<* 

d'où les trois conditions: 

./• < £ X < ^ .r < V Y • (^) 

Le nombre h doit dono déjà étre pris inférieur à la fois à *, ~ et i "*. 

' ò V s 

On a alors: 

f(^r, y, y) < Sx Vby- cy +«[.J- . // : , Z/' J 

et a fortiori, en lenant conipte des iiié<^alités // <'^ x et //< 



4 • 



O X' I ox 

fÌx,y,y')<:S x + b ^y-+ e fi x r^LÌ x' ■]- ,f-hS>r 



ou bien: 



8x- 

/■ (•^- Z/, //')<. «^ [ i *'. — e S -.- a -T « S] -r - ) [ 6 - a]. 
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Pour qiie le premier rnembre soit iiiférieur à ]a?|, il suflTit qu'il en soit 
ainsi du second membre, ce qui donne, en divisant par i x i les deux mem- 
bres de l'inégalité ainsi obtenue: 

S, + ,C S-|-a + aS-r-^'[|6 +a]<l. 

Le premier membre de cette inégalilé est une fonction continue de 
a, S et i 05 ,; pour a = S = a? j = elle se réduit k S qui, par hypothèse, est 
inférieur à 1. Il en résulte qu'il existe un nombre positif h, ne dépendnnt 
que des coefficients , 6 , , e e< ' S ;, tei que Tinégalité précédente soit satìsfaite, 
pourvu que a, S et ,a;| vériiient les inégalités: 

• 

a<fe ^<h |a;|<fe. (10) 

Olì aura donc bien: 

fi^. y. y)\<\^\ 

pourvu que e soit pris assez petit pour que a soit inférieur à h et que S 
et I a? I soient aussi inférieurs à h. 

Lemme IL ^(oj) et y etani des fonclions de x définies dans V intervalle 
h^ _j_ ji^ s'annullant pour x = et vérifiant les imgaUtés : 

\y\<^\x\ et |f|(a?)<S|o?| 

la fonction Tp, {x^ y^ ^ [A^» V^ V)]) ^^ ^^^^ fonction de x définie dans le niènte 
intervalle et inférieure en valeur absolue à 8 x , pourvu que h soit miffisam- 

nient petit. 

La fonction 9, étcìnt une fonction de trois variables définie pour les 
valeurs des trois variables inférieures en valeur absolue à ?, il faut tout 
d'abord s'assurer que \X\, \y ei^[f(x, //, ?/)] sont inférieurs à z, pour 
toutes les valeurs de x comprises elitre — h et -^/i. Or on a choisi h de 
faijon que 'x\ vérifie les inégalités (9): il en résulte d'abord: 

De plus, on a d'après le lemme I: 

. \f(^.y.y)\<\^'\<ì^- 

et par suite: 

H/"(^. y^ //')] l< 2 I /■ <*' y^ i/')r<x <^- 



ou une »urfaw inrur tante par une tranaformatian. 
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La fonctioii ^p, est dotic une fonctioii de x délìiiie daiis riiitervuUe — li, -f- h. 
Il faut prouver niairitenant (jue la valour absolue de f, est inférieure 
à 3 jpL Posons pour abréger: '} [/"(j^, [/, //')] = 'li- On a: 



d'où : 



Or on a : 



?.(;«•, y, '!.)= -- 



n 

e 



1 



. y - (j v. r •''.(A y^ '}.) 



?. < I e 



y -: 



1 
e 



f 
Vi 



a i .r , -• 



//'ni. 1- 



Xj?* S , , ,, Sic* 

y < .2. ^^ l'I'. i< ^ /(•*>//' i/)!<-^ 



puisque I / (x, //, »/') ; est itiférieur à ' a; i et par suite à fe (Lemme 1). 
Dono : 



?. < 



li 
C 



l 

V'" 



r ->------ 



ou : 



?. < 



lì 
V 



1 



Sa;' r 
, . 1 ^•'•' 

-i- 2 a j ! a I a; . 



Pour que ; o, , soit inférieur <\ S a? ', il suffìt qu'il eii soit ainsi du second 
membre de l'iiiégalité, ce qui donne : 



"1 1 1 C 



1 



-•]■ 



a<X 



d'où : 



X 



, < 



s 



a 



/^ 




1 




e 


-A, ■ 


r' 


- "ìx 



s 



Cett(» illegalità poni étre satisfaite, en preiiant // suflisaninieiit petit, 
poiirvii toiitefois (pio l(ì s(M-()iid niiMiìhn» soit positif, ce cpii domie : 

a et S ii'oiìt été assiijeltis jiisqu'ici cpi'à veriiier les inégalités (IO). On petit 
toiijoiirs suppose!* eii oiitre (pie Toh a pris : a<S. 

Le leiiìiiie est (Ione démontré pourvii (pie h, a et S vérifient de riou- 
velles inégalités, qui ne dépendenf ìoujours quc de In snbslihUioìì^ et (pii peu- 
vent étre satisfaites. 
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Ces deux Icniines étant démontrés, revenons à rintégratioii par appro- 
ximations successives de l'équation diflférentielle : 

!/' = ?i(^, y. Wi^. y^ y')\) («) 

qui definii rantécédente. ' 

Remplacons dans le secoiid niembre ij par une fonction quelconque i/,, 
définie dans rintervalle — //, ~^/i, nulle pour a:T = () et vériiìant la condition: 

et déterminons la fonction y^ par l'équation : 

D'après le lemme II, le second membre est une fonction définie dans 
rintervalle — //, -^ h de sorte que par une quadrature on obtient la fonc- 
tion i/j vérifiant l'équation précédente et nulle pour x = 0: cette fonction 
est définie dans le méme intervalle et vérifie la méme condition que //,: 

\y\\<^\'^ 

d'après le lemme II. 

On determinerà de méme la fonction t/, par l'équation: 

\y'A = ?i (•». yi^ ^ [f{^^ yt, y\)]) 

et celle fonction, définie encore dans rintervalle — 7^, f-//, vérifiera la méme 
inégalité que y/, et y.^ . Et ainsi de suite. 

Le«v fondious //,, //a,..., i/,.v •'»'^^^^ définies dans un doma ine commun 
— A, -r-h et y„ vérifie rinégalité: 

lz/'..l<«kl- 

Il faut prouver que y„ tend vers une limite pour n infini et que cette 
limite vérifie l'équation différentielle (8): l'intégrale de cette é(|uation ((ui 
s'annuite pour ìK = sera ainsi définie dans rintervalle — A, +fe. 

Pour prouver que y„ a une limite, il suffit de prouver que la sèrie 
-(//«M — y>,) est convergente. On a: 

y\.\x =?. (^, y.. i,) 

y\, =?, (ir, y„,, i„_,) 
avec: 

1. = ^1/"^ y». y\)] 



OH Hìhe nnrfac4* invariatUe par mut IraìisformaUon. 



8:} 



(roù : 



H'ux !l\. 1 = 1?. (•'■^ ,'/«. ']f.) — ?. <'^% //. -M 'iv .) i • 



Désiguoiis par p une limite supérieiae des modules des dérivées partielles 
(le f et (le 9,: on avait (hVsij^iié pivc*(Mleninieut par a uiu» limite sup(''rienre 
(les modules des dériv('»es partielU^s dt» /' et di* <l>, et les relatious (7) 
montrent par suite ({u'il suttit d«» pn^idre i)()ur [i le plus jjrrand des uombres: 



|.S'l -:-a, |61 i-a, |c| - a. 



lì 



a , 



1 



de sorte (|ue p est eoiniu en hk^iik» temps cpu» a. 
On a: 



(11) 



et: 



; est un nombre compris entre f(x, //.,, //„) et f(x, //,._,, //'„.,) et par suite 
inferieur en valeur absolue à \x\ et, a fortiori, à |//1 (Lemme I), de sorte 
que Ton a: 

et: 

I V,. - 'y.,_: \<[^\yu-- Un-, I -r P I Z/'n — !/'. -I I J S h. 

L'inéf?alité (11) devient: 



ou: 



I !l\, ... • !/'. I < M y,' — Z/" il ■: V' ^ '' I //« — //. ... I * P' ^ ^'- 1 //'.. - - Uu ^ \ 

Dans (*ette inégalité donnons d'abord à n la valeur 4. Elle devient 
\y\-- U\\<^^(^ -r^Ì^^h)\ih - uA~'y ^h\y\,- y\\. 



(14) 



Or on a : 



d'où: 



!l\\<^h \y,\<^h 



i/'.-2/M<4S/* 



.,..,v>: ►•t •'•'• ••'•l|f>*' 



- ••, 
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En ég<ilant les liinites des deux membres pour n infiiii, on obtieiil: 

// = 9, (u?, //, v[/"(.r, //, //)]). 

La limite // vérifie donc réquation dilTérentielle (8) et on a aiiisi prouvé 
((ue l'intégrale de cette équation nnlle pour x = est définie dans un cer- 
ta in intervalle — A, r'' ^^<^ dcitenrlant qne de la aubstitution (ìonnée et inde- 
pendant de la fonction i. 

Il reste à prouver que l'intégrale // ainsi obteiuie vérifie rinégalilé: 

Iz/'K^I^I • 

(buis tout l'intervalle — //, //. 
Or on a: 

lz/'J<«!.«H 

quel que soit n et |//'„I a pour limite //' lorsque n augmente indéiiniment. 

11 en résulte: 

\y\^^\x\ 

riiiégalité peut devenir une égalité, mais cela ne cliangera rien aux conclu- 
sions que nous allons en tirer. 

Le théorènie est donc <lémontré. 

0. il résìdte de ce thAorèiue qne toutea leu antéaklentes 

d'nne fonction 'f „(•'•) eoìtrenablement clwinie aont définies dan^' un certain do- 
nuii9ìe commun — h, — /?. 

La substitution étant ramenée à la forme (7), on pourra en effet déter- 
miner a Faide de cette substitution, les nombres S et h dont il s'agit dans 
le théorème du § 8. Partant alors d'une fonction Vo(^') définie dans l'inter- 
valle — //, -rh, nulle pour x = et vérilìant Tinégalité \^^(;x)\<iÒ\x\, le 
théorème du § 8 montre que l'antecèdente de cette fonction est définie 
dans le méme intervalle et y vérifie la méme inégalité. En appliquant de 
nouveau le théorème, on passe de cette fonction y, (x) k son antecèdente 
et la deuxième antecèdente ij | j? | se trouve définie dans l'intervalle — /^ 
\-h et y vérifie toujours la méme inégalité. Et ainsi de suite. On voit qu'en 
general yjx*) est défini dans le domaine — h, ~\~h, 

Nous allons montrer maintenant que les antécédentes convergent uni- 
formément vers une limite dans le domaine — A, -i- //, pourvu que h soit 
suffisamment petit. 
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10. Lkmmk. — Soil u une foìtction de x nulle pour x = 0^ définie dans 
- /?, nyant une dérivée dmis cet intervalle et y rérifiant 



V interi etile - - A, 
Viivpgalifp: 



du 
da 



\<k\n\--l^ 



oii k et k' déaiifnent deux ìwtnbre^ jpoffilifs. On a dan^s toni V intervalle 



\u\<k' he\ 



Olì a: 



d'où 



u = ir u 



d n 
d X 

d u 
d X 



d I u 
d X 

d\u\ 
dx 



L'inégalité doniiée devient: 



d \u 
dx 



<k\H\-,-k' 



el puisque — j — - est inféricMir ou égal \\ soii- inodule, on a aussi: 

a X 



d X ^ 



k' 



et par suite: 



e 



d I H 
d X 



'-k\ìi 



k' 



<o. 



Le premier membre est la dérivée de la fonction 



V ■= e 



kx 



n 



A' 
A- 



Supposons d'abord x positif. 

La fonction v est décroissante dans l'intervalU» 0, j:^ et sa valeur pour 
la valeur x de la variable est inférieure n sa valeur poiu* ir = 0, ce qui 
doiuie l'inégalité: 
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(l'où: 

\u\<^{e'^^l) 
et, a forti ori: 

011 : 

H\<k'he''' 



Supposons maintenant x négatif et posons x = — x\ On a: 

d u d u 

d X dx 

et rinégalité donnée devienti 



d u 
dx 



<k\u\'\ k' 



d'où l'on déduit cornine précédemment: 

ti |< fc' h e'\ 



11. Théorème. Supposons C \- et \S\<Ci et soit '\>(x) une foìiction 
vérifiant les conditions da théorème du § 8, '}i (u?), ^^{x),,,,, ']f„{x).,. les ante- 
cédentes successives de rette fonction: lorsqne n aufpnente indéfiniment, i« (a?) 
et 'Yf, (x) tendent uniforniément cers des ìimites dans le doniaine — fe, + h 
pourru que h soit suffìsamment petit. La fonction limite est indépendante de 
la fonction initiale i^ (x), 

Considérons deux fonctions ò («), 6 {x) vérilìant les conditions du théo- 
rème du § 8, c'est-à-dire délìnies dans l'intervalle — //, ^ /?, nulles pour 
jr-^o et satisfaisant aux inégalités: 

\'Y{x) <^\x\ et |e'(x)|<«|;r| 

et soient: 

//, -- il (x) z, = Oi (x) 

leurs antécédentes. 

Nous allons comparer '^, — 0, à y — 0. 

Soit G le maximum de la fonction | ^^ — [ dans l'intervalle - hy. + h, 
de sorte que, si Fon a | x | <; A, on a aussi : 

\^{x) — f){x)\<a. 



K^ L^IUm: .>«r fe* éqma4*omj!f foHciionneUes qui défimsfseml mme comrhe 



Ij^ foTivtiofi- jr et r. \>^rifi*'nt n.*.s|K.M'liv€Miient rA<|itatioii ilifféreotielle (8) 
*4 uj>*- *V^u^twj aaaUjgue. qui soni les suivantes: 

^i ou iif-^i^È^ fiar ^. coiiiiiie au § 8, le iiioilule iiiaxìiiiuin des dérivées 
Itìitiì^Ur-i d#*?= foij^rtions /" f*t 9, ilans le ehaiiip de définition de ees fonetioiis, 
^ffi iU-iìnW d#^ <^|uatiofis précédenles. eii les retranchaiit niembre à inembre: 



/: - < i^, -^, -J^ v[Ai^, y., /^'.>J-n/'('- ^- ^'.fl • 



Ori a 



I^ qtiaritìté / (X, r,, r',) est en valeur absolue inférieure à |x|, (lemme I 
iUi II Hi ifl par Kiiite oii a: 

; /''l;ifil un fiombre roiiipris entro f {x, 1/,, {j\) et /" (x% r,, z\) et par suite 
inf/rieiir à ./' n^eimne I riu ^ 8), de sorte que Ton a: 

V (;) <«// 

Il MI resiilte: 
el lin;ileifient: 



-r^ y\—s\ ]^h 



- y.— ^'i J — 



T. 



Oh a (IriMc: 



Oli : 



// 



:|s //, ^, r[i'ò^/»[ Z/ 



1 " " ■^^i i 



y. — ^'. ] + Pff 



//, z\ { 1 - fi' S /M < P ( I -- P « /f) Z/. - ^, M- P ^. 
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1 

En supposaut f^<^,7r^' ^'^ ^ui est possible à condition de restreindre 

rintervalle — /t, -\-h, oii en déduit: 



Posons: 






p*S/» 1 — fi' 

L'inégalité devient : 

\y\-z\\<k\y,-z,\+k'(t 

et on en déduit, en vertu du lemme démontré au paragraphe précédent, 

1^, — 2. 1< fc' A e'' e. 



Aimfi, l'inégalité: 

entraìne pour les antécédenles (]/, (x), 0, (js) de i(a;) et de (05) l'inégalité: 

I «l'i (ic) — 9, (ic) \<k'h e"' a. 

Prenons pour fonction h la première antecèdente (j»,: alors 0, devient la 
deuxième antecèdente <|/j et, en désignant par '^3,..., "iiv l^s antécédentes 
successives, on a les inégalités: 

l'i (X) - i. (a- ) i < <7 

1 ^, (x) — ò, (x) I < A;' h e" a 

\Cjx)--C.,,(x)\<{k'he'y<J 

* 

|^..(a?)-'^.u.(^)l<{fc'/fO''(7. 
Supposons /i elioisi de Ielle sorte que l'on ait: 

yiie''<L 



Oli a: 






C'est une fonction de h mille pour h = et continue dans le domaine 
de fe = 0: on peut donc prendre li suflfìsamment petit pour que k'he^^ soìt 

Annali di Matematica, Serie HI, Tomo XIII. 12 



'^' Z'C-'-ff :ymr 'Mìe ^imntiom* fonciioMmelles qmi defimis¥fmi mme anurie 

iij>^»*^ir i 1. A-'.-r» ^ ^rie «Jont ìf lemie general e>t «Jr fc <^'»* ^ est eon- 
'^*r2Piiw^ ^ ^ii" -^^r:«p- la Tiene l[I.. i-ri — v.-j-^»] est ab>4:»luiiient et unifor- 
ii»*?uiHir 'Oii-"*rwf^-.,e <Jaij> un certain <loniaine — A, — fc. 

' ^t p¥^:^*^^, ^fmt -r. ìT' f^-w/l umfonHémeni cers mie limite 1 «jr.. 

i€:r.vo*"jr •:.^'- ^ . jri ten^l auissi unifomiément ver^ une limite. On a 

// -' <*' .y r ! — A's. 
O'- * 'ìofi'-: 

?f5 f dfesWTie la premiare antéeé<Jente et r, la deuxiènie. od a : 



• 






VUxii ^«^néral^rnenL riné^alité: 

^•ntraJn^ra: 

y ^ IX) y. ^ (>•» I < A' ( 1 -^ A /i e**) (fc' /* e"r * <j. 

Viì\^\*U' Uhf' ^st inf/'TÌeiir a 1, la serie :l\1\(x) — y'^ ,(jr)] est unifoniié- 
merif rfonverj/erit/; dans le iloinaine — fe, — //. 

hoìif. y, ^x> /frw^/ nniformément vern une limite, qui est nécessairement 
^iffib^. a y ix) 

Kfifin In lìmite ^ix) cM imlépendante de la courbe initiaìe: en effet, si 
ttfi \pHri tU' iU'MX fofirtiruis iriitiales différentes yiuj), 6 (j?) et si e désigne le 
woiUiU' m;j<ifniiin rie y^x) (jr), on a, en désignant par y. (or) et 6, (jc) 
le- f?" ituU't'j'.iiffiU'H: 

/jJx)--fi,Ax)\<lk'he''rc. 

Lors^pir* re miuttif'tiU' indefiniinent, '^„ (a:) — 0„ (j?) ten<l vers zero, ce qui 
proijve que y^ ^y-; H 0„ (x; ont des limites égales. 

Le théorèfiie ^-hI donr démontré. En se serA'ant maintenant du théorènie 



9^ Lattès: Sur les équatioìia fon-cfionneUes qui défiìUssent uìie courbe 

Si Von a: 

r I- et I6'|<1 

il ejciste une courbe $j = 1 (jc) invariante par la snbstitution et conteìiant 
Vélément doublé j-„, //„, //\,, y (.r) étant une fonction définie dans un certain 
intervalle u\ — A, x^ ~ h et aifant une dérivée dans cet intervalle. Celle fonc- 
tion vcrifie, dan.'i cet iidervalle, réquation fonctionnelle: 

1^{. KxEMPLK. — Soit à trouver une fonction '^^ (x) Ielle que sa dérivée se 
déduise de la fonction en y rentplacant x par une fonction donnée f(x), 
L'équatioii fonctionnelle (jue vérilìe A(a^) est: 

'^ Ifi^')] = 'Y (^) (13) 

elle défìnit une eourbe !f = à{x) invariante par la subslitulion : 

X = f{x) Y=!j\ 

Les éléments doubles (a\,, //„, //o) vtM-ifient les équations: 

^ — f(ji') = !/ = //'. 

Soit y une quantité arbitraire et x^ une racine de Téquation f(x) — x = 0. 
Le point 0*0, y^ et la droite de eoefticient angulaire i/o passant par ce point 
constituent un élément doublé et on a, pour cet elementi 

C - ( ^^. - // g-, ) ~ J .S - ^- - / U o). 

Supposons donc \f' (x^)\<C\^ On pourra alors definir une solution y = f(x) 
de l'équation (13), contenant rélément (.r^, /y^, y\) et qu'on obtiendra cornine 
limite des antécédentes successives d'une courbe arbitraire: 

Y=^F(X). 
La première antecèdente est -définie par l'équation diflférentielle : 

//' = p [f i^n 

fl'où 



,r 



//==>/.+ F [f (X)] d X. 



•'« 
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y:{ 



En rempla(^-ant daus rette équatioii x par f(x) et y par y\ on obtieiit 
réquatioii dittereiitielle de la deuxièiiie antecèdente: 

!,'^l,„^{F[f(x)]ilx 

.' * 

d'où réquation de la deiixiènic antecedente: 

r f{jr) 

« « 

Di --^ //o - /yo (*r -- .^'o) — j r/ a? j F [f(x)\ fi X, 



On a de niénie : 



''O •'© 



.«■ 



.r 



nn /■•'•) 



Z/» = //n •- //o (^- - «^'o) - //.. j [F (./•) — J\] d X ■ j ^/ ^' I ^/ ^' I i^' [AU)] ^/ -^ 



•'o '0 -^o 



et, en general, on a ponr équation de la n: antecedente: 



.r 



f(-r) 



/-U-) 



Ifu-- !f - u.^ix — x„ì 



• • • 



- //o I (1^ j • • • rf ir j [f{x) — J^,] d X 

• • • 



en désignant par f^(x) la p' itérée de la fonction f(x) et en posant: 



/■(a?) 



.Vi •'') 



//,^-. I dx \"dx\F[f{x)\dx. 



.<•, 



Il est fiicile d(^ voir que le tenne cojnplémentaire H,. tend vers zero 
lorsqne n auj4:!nente indétininieni: en efì'et, si ./; est conqms dans un inter- 
valle X,, -ÌK X,, -h sutiisannnent restreint, il en est de ménie de f{x), 
/", (u;),..., l'Ax) à cause de riiypothèse ir(.ru)i<] <*). Soit d'autre part M 
le module maxininin de F(x) dans Tintervalle .r„ — A. x,,—h\ on a: 



.r 



\F[f(x)\il.i' <MI,: 



•>' / i.i) 

•• • 

i(! x \F[f{.v)](l.e 



.>• 



< 



I M 1, d .V 



.'•. 



< .1//*^... 



.t't 



.*•., 



(*) K(ENios, Reclwrché^ sur les subsfifutiom uniformes (nulletiii dos Scieiues Mathéma- 
liques, 1SK5). 
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et en {/onerai: 

h\,\<Mh" 



R.. tend vors zero si h est sufTisammeiit petit. 

On a dune ainsi une solution de Téquation (l-l) leprésentóe par le dé- 
veloppement en serie suivant: 

» • • 

• • • 

D'après la théorie j?énénil(\ cette serie est uniforuiénient convergente dans 
un certiiin intervalle a;., — //, j*,, - li et vérifie TtHiuation (13): il est d'ailleurs 
aisé de le vérifier directenient. 

14. Kevenons à la théorie generale. Le théorèine du § 12 tburnit une 
courbe invariante passant par rélément doublé (ro, y^, y'o) à condition 
que, pour cet élénient, C ne soit pas nul et que |-iS'| soit inférieur à 1. Txx> 
courbe ohm obtenne par kt méthode dea apjìroximations succe^sives est-elle la 
sekde courbe invariante confenani VéléìH4*ul doublé (.r„, //„, «/'o)"? On peut ré- 
pondre affìrmativement à cette question, tout au moins dans le cas où, les 
fonctions ((x, i/, y) et ff(x, y, y) étant analytiques, on cherche une courbe 
invariante analytique, hypothèse que nous n'avons pas faites jusqu'ici; en effet 
prenons la substitution sous la forme (6) : la fonction inconnue y = '-J' (x) 
doit vérifier Téquation fonctionnelle : 

•; [s ;r -4- 6 '^ -^ e -y -; — ] = zf •: -t- e f - : — 

avec les conditions > 

•: (0) = y (0) = 0. 

En prenant les dérivées successives des fleux nienibn^s et en y rempla- 
cant X par zero, on obtient des égalités pennettant de calculer les coefli- 
cients 1*0, '^"0... et on constate ([ue le calcid formel est possible et donne 
un développenient unique si r n'est pas nul : le dévelojìpenient ainsi obtenu 
coincide nécessairement avec celui (|ue tburnit la inétiiode des approxinia- 
tions successives, dans le cas où I^S'I est interieur à 1 (»l il est convergent, 
d'après le théorèine du § Vi, 

15. Can oh \S\ eat suj}érleur à l. Il reste à voir si, dans le cas 
oìi |iS| est supérieur à I, h» (h'»veloppeineiil ohlenu est encore convergent: 
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l'hypothèse |iS|<Cl a été en ofFet introduite dans la méthode des approxi- 
mations siiecessives poiir perinettre de definir un doniaine d'existeuce eoin- 
niun à toiites les antécédentes et il est facile de voir qiie, dans riiypothèse 
Oli l^l est supérieur ù 1, les diverses antécédentes sont délìriies dans des 
domaines dont l'étendiie tend vers zero, il serait donc préférable de lecouiir, 
dans ce cas, à la inéthode des fonctions niajoiantes pour étudier la con- 
vergence du développenient fonnel: Il faudrait, pour cela, former une snlhHfi- 
tntian majoranie pour laquelle on puisse connaitre directenicMit une courbe 
invariante: n'ayant pas pu obtenir une pareille tbnction, je dois me borner 
à faire quelques remarques relatives à ce cas. 

On peut voir tout d'abord que dans le cas oiì |iS'| est supérieur à 1, 
le développenient formel peut étre soit convergent, soit divergent et que 
par suite il y aurait lieu de cliercher de nouvelles conditions nécessaires 
et sufflsantes pour que le développenient soit convergent. Je vais donner 
en eflFet un exeniple oii, 1*9) étant plus grand que 1, le développenient est 
divergent et un deuxìènie exemple oiì, \S\ étiint encore supérieur à 1, le 
développenient est convergent. 

r exemple, Soit la substitution X = Sx Y = y' à laquelle correspond 

réquation : 

6(Sx) = 'V(xy 

Considérons Télément doublé 0, v/,,, y,,. Le développenient formel est le 
suivant : 

x' '^ X- 

Le cas où | S \ est inférieur ù 1 est un cas particulier de l'exemph» 
traile au § 13: dans ce cas le développenient est convergent et niénic con- 
vergent quel que soit x. 

Si au contraire |*S'| est supérieur à 1, la serie est divergente. 

Par rélément doublé (0, /y„, //„), il ne passe* aucum»' courln» analytique 
invariante. 

'J' exemple, xMontrons maintenant qu'il peut y avoir une courbe inva- 
riante ménie si \S\ est supérieur à 1. 

Considérons en eft'et une substitution à deux variables: 

X = f(x, if) = S,x - •" 



-f— • • » 
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Supposons jiS', I supérieiir à l. D'après la théf>rie de l'itération a deux va- 
riables (Cli. I), il y a une «ourlie invariante y=^l{x) tangente a Ox à rori- 
*rine. On trouve: 

■^ \jr) ^= —^ — ^ . . . 

s- -- s 

(Viìù: 



w {Jt) = 



-ìxx 



(lonsidérons alors la sul>stituti»Mi tA'. 1': jr. y, if) salvante: 

X = fix^ tf) — :u) — y 

Y =f -r, if) — y ix) — y. 

(Ielle suk^titutioa aduiet évidemment la courbe invariante y = ^(x). 
(laleulons >'. Ui sul^sstitatìou pnk'éilente s'éerit: 






V - 



ixx 



'^, — ^ — >- y — y 



les terines !!ou é^Ttt^i éturit de ile*xrv suj^érieur au premier. 
On a: 






et par suite: 

(MMisidérons par e\enu>le la -^ulnstitutì^Mi: 

A ^ X 



(pii liiisst» iiivnrinnli» U\ KxnwW: i/ 
On en iIìmIuìI h\ s\\U>s\\U\{[on: 



.> a- 



:m/ // . x' 
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qui laisse invariante la niOme eoinbe //= ^: cetio courbe contieiit rélémenl 

doublé (0, 0, 0) pour lequel on a: |S| = ± 

Ou voit par eet exeiiiple qu'il peut y avoir une courbe invariante con- 
tenant un élénient doublé, méme ai pour cet elénient on a: |*S'|>1. 

On peut se demander alors si la (piantité S joue bien un róle essentiel 
dans la question ou si son introduction n'est pas diìe uniquement à l'em- 
ploi de la niétliode des approxiaiations successives. Nous allons montrer 
que la quantité S se présente bien comme un élénient essentiel dans l'étude 
des substitutions (.Y, Y; ir, //, y), 

16. Transfornmtioìus jìoncluelles de Véquation fonctionnelle {'ì). — Sup- 
posons qu'on effectue sur ^r, y d'une part et sur X, Y d'autre part une 
méme transformation ponctuelle: 

La substitution donnée (X, Y; a?, y, y) devient une substitution (f/, V\ 
w, i\ V): rélément doublé {x^,^ i/o, y\) devient un nouvelle élément doublé 
(Wo, n, v\) et Téquation fonctionnelle qui définit mie courbe invariante par 
la substitution donnée devient une nouvelle équation fonctionnelle qui 
définit les courbes invariantes par la nouvelle substitution : si v = 6 {u) est 
une solution de la nouvelle équation, contenant l'élément doublé (tio, t'o, vW 
les équations: 

y =\f (w, (u)) 

définiront y en fonction de x et la fonction ainsi définie sera une solution 
de ré((uation fonctioimelle primitive. 

Une équation fonctionnelle élant ainsi transformée en une autre, la 
recherche des solutions de la première équation et la recherche des solu- 
tions de la deuxième équation constituent deux problèmes équivalents. 

On peut se demander alors si Fon ne pourrait pas, par une transfor- 
mation ponctuelle, rameìier le cas oiì \S\ est supérieur à 1 au cas précé- 
demment étudié où | S\ est inférieur à 1. Or on constate que, si on effectue 
une transformation ponctuelle quelconque, S conserve la n)éme valeur. 
Autrement dit: 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 13 
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^ i\st ini iHt'firhmf fh' in snhstifiitifni (A', V; .r, */, //') i)Our le groniPC 

!*i)iir •'•tiMi' i4^tt»' propositioii. iious alloiis ap|>li((uor la iiiéthoclo de 

* •►^HL's LiK ^^t «!♦' M' TnKssK polir lo calcili (l(»s iiivariants difTéreiitiels des 

• ines riiijt;iiii< il«* traiisfoniiatitMi : rums vorrons aiiisi (|ue S est, poiir le 

■'•ipe pMM'tu*^!. !•' s«Mil iiivariaiil disliiict dii jinMiiicM* ordre de la substitutioii 

. 1 l'*]»-!! = *-'!jt doill»|é'. 

1*^. ///' '/f"/f' fii/fé'rrHfirls (iti iìri*ìuier ordre de la Hubntitìdion (A\ Y: 
-•• U^ U '• '" '*" 'V'-'m*//// dofihle. Klaiil doniiée la subslitution 

A' -: fu\ ij. y) r = 'y (^^ //i y) 

.soieiil -r . *'. . fi \*'< < oonloinic(»s d'nii éléiìiorit doublé. Noiis voulons clier- 
clier iJij«- ^'r'^•1ir|[l iW> rrnudcmiiccs di» réléiiìeiit doublé et des valeurs prises 
par 1»— <ìAv\ •'•.'- parliclb's de f et di» 9 eii cet éUMiient doublé qui reste 
iuvari;*'."!.*^ jmt.*jn*«iii trausiorinc la substitutioii i)ar une trausforniation ponc- 

tuellf «^ ..<-J' firjqu'-. 

S*/ x^ ùijoris iJionlrer i\\\v la s(»ul<» fonclion distiucte possédaut cette pro- 
prie!*' •— ' ìc. qjjautité N dont ^(^\pression a été donnée au § 1± 





, drj 

II d 1/ 







// 



df 



1 «f»»» -; .''^ "\yji;io( du pn»mi(M- ordre esl di» la foriue Fi-^S'), /*' ét^int utie 






c' •.'»..« 'le. 

; r.--» .j iiionlré <pie le calcili des invariaiits d'uiu* inultiplicité re- 

.' ;Moijpe doiMié revieut à la i(M*lierclH» d'une Iraiisforination 

;^";ijpe qui pernu»tl(» d(» doiuier à la nuilli[)licité une forme 

• ■ ^''y"i'/ijfjées de réléinenl rédiiìt sont alors les unes des con- 

. • - *: «-.- ;julres des invariants (*). 

, ... v'je noiis devons considéier est celili des transforniations 

. . '/.;ìu: mais noiis avons vu, au début de ce cbapitre, qu'on 

. *■ V'aij-foiMiation p()nctii(dl(% rainener tonte sul)stitution (A\ Y; 



\i it t,' 1 »• •■ 



■w '/ .- t,i*anahfs fti/ft'irnfit'ls tifs ifnmpfs conf intuì de tmììsformation (Acta 
• ; * \,ìii\u\ (!lia|i. I, 8 l). 
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^^ y^ y) à la forme : 



X ^Sjt ■': bji : e II' 
Y= in, : Ci,' 



\ 



(li) 



Olì iS'a la valeur dorifióe plus liaut ot 6, r, W, r dos valcMirs «[ui oiit été cal- 
ciilées(*); oii peut, par suite, se boriuM- à eonsidórer le sous-^rroupe des trans- 
formations ponctuelles qui coiiservant à la substitution la tonne précédente 
et ehercher une fonetion de *s', 6, r, B, (' invariante par les transforniations 
de ce sous-j<roupe (**). Soit : 

x = %n ---(ir -; . . . 



ff —x n : p V - ... 

une transforniation ponctuelle quelconque laissant invariant le point doublé 
(0, 0). On déduit de ces fonnules de transforniation : 



// -- 



a' -f- p' v' ; A ìi r •; V 



X, (/. dépendant des termes du secoud degré de la transforination précédente 
Pour que la substitution (li) conserve sa forme, il faut qu'à Télénient dou- 
blé (0, 0, 0) corresponde le méme élément, ce qui exige a' = (); les fonnules 
de transformation ont (Ione la forme : 



y 



fJ'r 



If =x u -t- p e 



'fi' 



V 



et la substitution (14) devienti 

xU T?.V • ■■■■-= {S X — e se") M - (,S' fi — ò p' -r e fi") r ~ ^ '^ r' -. 



P'V : 



• ■ ■ 



Cx'u -1 (/?[i -r'[5")r : (' -^ r 



(*) Il faut supposer, bien onteudu, C-]"0, comme nous l'avons lait jiisc|iriei. 
(**) Trkssk, ibi(i., § 3. 



I(l-J /- 



n 



Lt's ri 
(le if paia 

Hr|MMl(l«Mll 

tlaiis Vv<\i 

|M)illls [.r 

'il ». 
iiìaiiM' «i*:: 



(Tori !"(•! 



l'I pus 



( i> 



I ■ 



(T. Il 



r 

'ihstitulioii 
<• sinipliru'i" 



- in'incs (|iH' |M)UI* 
^. « )ii voi! qiM* les 
• •llicit'iit ih* .'• <lans 



rtMi'i'spi 

(luiUhM' 

Oh a < 
los Ih» 

A 



V. 



/ •'•. //.: //.) 



.1-, // ; //' ) 



i:i) 



«jllf IKHIS avuns (»|)hMMH' 

i-» avcMis suppose iinpli- 



) 



y. 



I '. Ivi siiivaiit la luriiM* 

U^ «IfMllOllIfiMlMIS i\\U\ stnf>: 

« iiiirh;' invaiiaiih*: 



.1" 



I,.- 



I •. 



(l'Iti' «-oiirht^ >t'ra Hrli'ii» 



U0i L<tUé:M: Snr les équations fonctiotnieUes qui définissent une coHrbe 
Z^lHin^ li*: posons. pour abréger: 

et if^iient V;. y. y. et -Z',, -^i,..., Z„ les anléeédeuts de ces deux syslèmes 

de fori<-tìofi>. Soit -J le modale inaxiimiin <les quantités 1 1/, — r, |, | y. — z- 1,..., 
5f. — r, daiis r intervalle — A, -A; oii déinoutrera aiséinent (voir § li) 
que les iné^lités: 

I i/i — ^Ti |< 'j I 1^^ — z J < <7 . . . [ ^, — j. 1 < <y 
efitraìfieiit une inégalitt» de la forme: 

\\-7:A-'-\\-,~Z',v^^^-\Y\-^z\\<:k\\\\-z.\ + 

-f-|y,-z,|...^|y.-z.|]^A-'<T 

h et Ar' étant des constantes dépendanl de h et des données, c'est-à-dire des 
eoeffieients de la substitution donriée. Si Ton pose: 

I \\ - Z,\V\Y,- Z,Y ^ ^M\\-Z^\ = u 

et si on remarque que l'on a: 

n^\Y\-Z\\ \ \Y',-Z\,V^^-^\Y\-Z\\ 

rifiég^lité precedente entraine: 

n <iku + k' n 

et CHI en dédiiil, (^omme au % 10: 
ou: 

ir. z,\ il y,--z,i...-f-(K-z,.|<A-Ac*'*(7 

«•t, il forfiori: 

I Y, — Z,\<khe'"<s (i = l, 2,..., n). 

\/d driiioiislration s'adièvc» comme au § 11: Si on prend pour Zf la pre- 
mière arilécédeiile d(» y^ et si on désigne par T,^^, la p" antecèdente de y,, 
ori déduit d(.» là: 
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Or, on peut choisir h sulTisammcnt petit pour qiie khe^'^ soit infórieur à 
1 et ceci prouve la convergeiice uniforme de ia serie ^{Y.-.t, — ^'/.^.m) dans 

rintervalie — /f, i- fe et on démontre de niénic (pie ia serie 2ì(^ »> — ^" ..i >i i) ^^^ 

p 
unifornienient convergente dans le nienie intervalle. Il en résulte ([ue V,,^ 

et 1",,^ tendent unifornienient vers des limites pour p inlini. Le systènie des 

fonctions limites ainsi obtenu: 

est indépendant des fonctions initiales et definii une courhe: 

tfi = +1 {^) Vi = ^3 (^) '"!f. = 'W (^) 

invariante par la substitution donnée. 

On peut donc énoncer le théorème suivant, qui généralise le théoreme 
du § 12. 

Thkohème. Etani domtés la sìibstitution (1) et un élément doublé (ìTo, i/i.o? 
y»,ov- y-.o; y'xfi, ^Vov-., y'n^) de celie subsHluHon, poitom: 



U: 



.lo = 



S 



dy\ 



dìj\ 



!/. o..' 



df. ... df 



dy\ 



yi 



dy\ 



• • • 






dy\ 



1 

-Io" 



\ 



< df 



df 



.' df 



dy\ ^ " dy\ 



df , , df 
dx ^ "'dy. 



dx 



yi ^ - 
dyi 



dx' ^'dyi 






dy„ 



, - df^ 
"' ^ " dy. 



• • • — « - 



y 



dy'. 

df df 

dy\ dy'., 

dfi cfi 
dy\ dy\ 



. df 
^ - dy\ 



df 

dy. 

df. 



dy\ 



. df, df„ df, df, 
dy, dy\ dy. dy'. 



resHÌonH ila US lenfjneUe^ on supiìoise x, y,,..., y,; y'i, y'« 
les coortiomu'Pis de Véléinent doublé. Snpi>onons: 

.U I et \S\<\. 



y, renipUicéif 



iste alors un tsydvme de foncliotuf '^,{x). -^..{x),..., 'y, (J") drfìnle^ dann un 
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certa in infovvaUe a*,,- //, j*,, - /'» prona nt le^ raf(??(rv i/,.„, y-.., i/^.o ])onr 

il» =^,r„, (ijinnl dans le mente infer ralle den dériréea qui pour x= x^ prenncnl 

les raleura //',,„, //'-,.)-..» //.,.. f*f rérifìrml le i^ystènie d^éqnalioìis foncUonnelle^ 
^uirant: 



ViL/'*'' Vi* V-""" V"' Vi' Vs""' Vn/| — /i l''^* Vm»"* V*? Tiv? V I») 
V- L» '*'*' Vi' y-%"»« V"' Vi* V-'?""' V «'M — / •-• l**^* Vi«''»> twÌ V •*•••• V*»' 

V" I / '• ' Vi * V- V" * V I ? V - • • • • ' V " M ^^^^ /«'•'' Vi ' • • • * V»« ? V I ' • • • ? T »•'• 



(5) 



Oh pouf fairo, au siijet de la solution aiusi trouvóo, los meines roinar- 
ques (juo dans le cas de deux varial)les (§ 14); si ou suppose les donnees 
aualyliifues et (fu'on eherehe dcs développements analytiques vérifìant les 
équatioiìs fonetionnelles (5), ou Irouve que le calcul fonnel des coeffleients 
est possible, en suppoaant que J,, ne soit pas nnl. Ou est assuré de la con- 
verjreuee des développeuients foruiels aiusi obteuus, daus le cus oiì | S | est 
iuférieur à 1, car daus ce cas ces développeuients coì'ncident avec ceux que 
donne la uu'*tlu)de des approxiniations succe.ssives. Il resterail à voir à 
(fuelles couditions ces développeuients converfreut, lors([ue | S | est supé- 
rieur à I. 

Olì peut aussi uiontrer que la (juantité *S* est un élément essentiel, de 
la substitution, car c'est un invariant de la substitution pour tonte traus- 
forniation ponctuelle. Nous allons cliercber plus f^fénéralenient tous les 
invariants différentiels du premier ordre de la substitution pour le groupe 
ponctuel. 

±2. fnrarianh différenlieìs du premier ordre de la subditulion (l) pour 
le (jroupe des trans formations ponctuelles, - Nous eniploierons encore daus 
cette recliercbe la niétiiode déjà applicfuée au § 18 et ([ui consiste à cherclier 
une forme réduite de la substitution. 

La substitution (1) a déjà été ramenée à la forme (;>): mais ou peut 
encore simplifìer la forme aiusi obtenue. Si ou eft'ectue sur les y et les Y 
une méme substitution linéaire et liomogène ù coefficients constauts: 



d'où il résulte 



k k 



y'i = i Ki s\ 

k 
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la substitulion (3) conserve sa forme. Coiisidéroiis ré([iiation: 



«... - 'S 


' ««.. 


• 


• 


« 


«... 


«l.S 

• • • 


OC., ,» — 

• • • • 


s . 


• 
• 


• 


■ • • • 


*t,H 


«y,H 


• 


• 


• 


«,,H *S 



= 



et liniitons-iioiis au cas {general oii rette é([uatioii a n raeiiies distinetes 
iS;,, iSjv-M ^n't noiH devons siipposer eii oiitre qiie rette é([uation n'a pas 
(le racines nulles, piiisque le produit des raciiies est egal au signe pres au 
déterminant ^o que iious avons suppose non nul. Considérons la substi- 
tution linéaire: 

^i = «1,. Vi -:- «2./ ìli • • i «... y\ (i = 1 , 2, . . . , n). 

On sait, par la théorie des substitutions linéaires, ([u'on peut disposer des 
eoefficienls X^ , de fa^*on que la substitution précédente soit transformée en 
la suivante: 

i^j = *^l "^ 1 ^2 ^^^^ *^'.» *^ 2 ^H ^^^ *^h '^ w • 



Il en résulte évideninient (pie la substitution (3) prend la forme suivante, 
Oli on a encore designé les variables par //, et V., au lieu de 5r. et Zr* 



X =Sx-^h,y, -r 6, i/, p h, y, - i P, //', ^- P, y. f- p„ i/'.. -f 

y» = ^1./ Z/i : K' Vi" 1 &'v Z/. } *'/ //. H 

(/=1, 2,..., w) 



05) 



les termes non écrits étant de deji^ré supérieur au premier et les coet!jcienls 
6 et p étant des fonctions des coeflicients a. 

On peut se borner a considérer le sous-groupe des transformations 
ponctuelles qui conservent a la substitution celie forme (0) et cbercher l(is 
invariants de la substitution (0) pour les substitutions de ce sous groiipe; 
les invariants ainsi obtenus seront les invariants de la substitution (l) pour 
le groupe ponctuel general 

On reconnaìt aisément (pie la transformation ponctuelle la plus gene- 
rale qui conserve sa forme à la substitution (6) est la transformation sui- 



HO Latte s: Sur les équations fondionnelles qui définissent tuie courbe 
vante, qui a été prolongée jusqu'aux dérivées dii premier ordre: 

z// = \i ^\ ^ — 

(è = 1, 2,..., n) 

les termes non écrits élant de degré supérieur au premier. 

Il faut disposer des coefHcients de cette transformalion de faijon à 
donner k la subslitution une forme réduite. Les n dernières équations de 
la subslitution (6) deviennent, lorsqu'on applique à cette substitution la 
transformation (7): 

-f (6,,.V«4-5',^,)r. + ^^i?',+ ... (i = l, 2, 3,..., n). 

Choisissons les coefficients X et \j. de fa^on que les termes en r,, 
^a,..., r, disparaissent : il suffit pour cela de choisir les coefficients pj.,^ de 
fa^'on que Fon ait: 

6a,Av + 5. Piv = (i=i,2,..., H &=l,2,...,n) 

ce qui donne : 

^'" - ~ 's7' ' 

Les coefficients [a» , seront donc déterminés lorsqu'on aura déterminé les 
coefficionls X,^. et les n dernières è([uations (0) deviennent : 

X 

V = - V 
X 



M 



Prenons pour X la valeur X ~ 5, . Aioi*s les é([uations précédentes de- 



oìi une sur face invariaìite par une trans formation. Ili 



viennent : 

Vi - v\ 4- 



n 


s. 

Si 


'•'. 




• 
• 
• 

• 








n 


s„ 

Si 




1 



Elies mettent rìéjà en évidence les invariants : -J- -J"- - -- ^ - Il reste à 

(létermirier les coeffìcients \j et X,.,. La trarisforniatioii (7) devieiit, lorsqu'on 
y remplace les ja par leurs valeurs en fonclion des X.,,: 

X =SiU-{-li Vi + >i r« • — [- >„ i\ H — - 

y. -V.i\ + --- y (7 big) 

et la première équation (6) devient, par eette transformation : 

Si U== — Xi v\ — \t f* v't X, f" t\ + SSi u + SXi Vi +5X1 n. . • + SX,r, 

+ &i X,,, ri + 6f X,^, rt [- 6, X„., r, + pi y\ + pt y'« 1- P. y'„ H 

équation dans laquelle il faut supposer y'i, y't,... y„ remplacés par les va- 
leurs tirées de (7 bis) en fonction de Vi, ri,..., r^; r'i, ri,...? ^'..- 0^ P^^t 
disposer de Xi, Xi,..., X^ de faeton à annuUer les coeffìcients de Vi, t^'i,..., 
v'„ . Il faut pour cela : 

Ol Ol 0| 0| Ol 

d'où : 

•V Pt Xl^l Pj Xj^a . P« X„^„ 

Al = --^ — ^2 = e ' • • • ^« == — c~ 
01 o- o„ 

et il n'y a plus qu'à calculer X, , X^^. . .X„,^. 

Déterniinons ces quantités par la condition que les coeffìcients de ri , r,,... , 
r, dans U soient égaux à 1. On obtient ainsì les conditions: 

S Pf X,., , . ^ • Pi X,,, 6,,, p, X,,, 6,,2 P^ X,-., 6,^, 

— 1- Oi Af^i ^^ • • • ^ — = 4^i . 

Orf 01 Og o„ 
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GHAPITRE VI. 

COLRBES INVARIANTES PAR UNK TRANSFORMATIOX DE CONTACT. 

23. Nous rappellerons d'abord quelques propriétés classiques des 
Iransfonnations de contact dans le pian (*). Soit donnée la transformation 



On en déduit: 



y = f{^, Vy y) j ,j. 

= ? (^, y. y )• 



-^-I + d^y + 0^2/ 



Y' = ^ ^ ^y ^y \ m 

df_^df ,,11 „ ^ 
dx ' dy^ ~^dy^ 

de sorte que en general Y' dépend de x, y, y\ y". La transformation est 
une transformation de cantact si à deux courbes tangentes quelconques elle 
fait correspondre deux coin-bes tangentes ou, en d'autres ternies, si Y' ne 
dépend que de x, y, y. Il faut et il suffit pour cela que les fonctions /* et 9 
vérilient l'identité: 

dx^dy^Jdy' [dx^dy^jdy'- 

ou, en employant la iiotation usuelle dont nous avons déjà fait iisiige au 
chap. IV: 

Deux fonctions /" et 9 liées par cette relation sont dites en involution. 

Si /* et 9 sont en involution, l'expression (2) de Y' ne dépend que de 
a?, y, y, Posons: 

Hx,y.y)= / ■ 

J^-^fy^'-^J^y 



(*) Voir par exemple: 

LiE-ScHEFFERS, Geometrie der BerhUhrungs-trans format iofien (Chap. TU, §§ 1 et ^), 
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La Iransformation { l ) est une transformatioii d'éléniepìt k point, mais si 
aiix équations (1) on atljoint i'équatioii (^), on a une transfonnation tVélé- 
ÈHent a élément: 

X = f {X, 1/, ìj) \ 

i^ = ? (^, y. y) 1 (3) 

y = e {X, y, y) ) 

et c'est de cette fa^on qu'on définit en general une transfornialion de contact 
Dans rétude des courbes invariantes par une transforniation de contact, 
nous prendrons la transformation, soit sous la forme (1), soit sous la forme 
(3): dans le premier cas, nous aurons ainsi une transformation de la nature 
de celles que nous avoiis étudiées dans cette deuxième partie; dans le deu- 
xième cas, au contraire, nous aurons à nous servir des resultata de la 
première partie (itération à trois variables). Pour distinguer dans la suite 
la transformation (I) de la transformation (3), nous appellerons la transfor- 
mation (1) une transformation de contact iV élément à point ou transforma- 
tion (X, T; x^ y, y) et la transformation (3) une transformation de contact 
(Vélément à élément ou transformation (A', V, Y'; x, i/, y). 

Relativement aux fonctions en involution, nous rappellerons encore les 
résultats classiques suivants: 

Si /* et 9 sont deux fonctions en involution, les équations: 

/"(•r, yy y) = eonst. 9 (up, //, y) = const. 

sont deux intégrales premières de la mème équation dififérentielle du second 

ordre: 

df ^ df ., df „_ 
dx ' dy ^ ' dy^ ~ 

Tonte aulre integrale première de cette è([uation est une fonction arbitraire 
de f et de 9. 

Enfìn si on élimine y' enlre les deux è([uations diffèrentielles: 

fi^y y y) = « ? (^, y, y) = b 

on obtient une é([uation 



(0 



(u?, y, a, 6) = 



qui détinil une intégrale commune aux deux équations diffèrentielles. 
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§ 24. Considérons d'abord la traiisformation de c«)nlact donneo conime 
une transformation (X, Y; a?, i/, y): elle est alois défìnie par les équations (1) 
et elle possedè une infinite d'élémeijts doubles {x^^ t/o, y\) définis par les 
équations: 

f {^0 1 i/o . y\) = ^u ? (^0 . 2/o . y\) = Uo • 

Nous entendons ici les niots « élément doublé >^ au sens que nous leur 
avons donne au Chap. IV (§ 4). Sì, au conlraìre, nóus considérions la tran- 
sformation comme une transformation (.V, Y, Y'; ir, y, y')^ il faudrait en- 
tendre par « élément doublé > un élément vérifiant non seulement les deux 
équations précédentes, mais aussi la suivante: 

OK» 2/o» y\) = y\^ 

Nous supposons actuellement qu'ii s'agit d'un élément qui èst doublé 
pour (I) sans étre doublé pour (3), de sorte que Ton a: 

^K. i/o» y'o) y\' 

En se reportant à la valeur de {x, y, y) donnée plus haut, on volt 
qu'on peut mettre 0(a?, y, y) sous l'ime des formes suivantes: 

ù/ '\ ^y ex dy^ 



dy dx^dy 
de sorte que Finégalité précédente revient à la suivante: 

[do ,df 



\dy ^dy) 



ou, avec les notations du § 12: 

C'-' 0. 

I 

§ 25. Courbes uivarianles par la transformation (A', Y; x, y, y). — 
Proposons-nous de trouver une courbe invariante par la transformation (1) 
et contenant l'élément doublé ìT,,, Z/o, y'o- conformément à ce qu'il a été dit 
au paragraphe précédent, nous entendons par élément doublé un élément 
vérifiant seulement les deux équations (l), de sorte que C n'est pas nul. 



,.. ,... . ,-»*.^-*»^ '•♦*»••'••'■** 









ir 
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ou bien: 



Xq 



Ce sont les éléments formés d'un point de la conique et de la tangente en 
ce point. En éliniinant y entre les équations: 






y =^« ^y - y= ^2 

on obtient 



Xff 



1J = XX„— ,^ 

On vérifie immédiateinent que la fonction ^ (x) ainsi défiiiie : 



Xc 



<;/(*) = « a5„ — -,/ 

vérìfìe réquation {E), 

L'équation précédente représente la tangente à la conique : à un élément 
variable de cette tangente la transfonnation fait correspondre un point unique 
de la méme droite, le point de contact de la Uingente. 

On a ainsi la solution étrangère signalée en general au paragraphe pré- 
cédent. Les véritables solutions du problème, c'est-à-dire les courbes invariantes 
par polaires réciproques, ont été déterniinées, à un point de vue différent, 
par M*' Darboux dans son célèbre mémoire * sur une classe reuuirquable de 
courbes et de surfaces algébriques » (*) M/ Darboux a traité le problènie ana- 
logue dans l'espace, mais sa niéthode subsiste évideminent pour le cas du 
pian. Au point de vue qui nous occupe, le problème reviendrait à trouver 
une courbe y = ^{x) invariante par la transfonnation: 

X = y' Y=xy—y Y' = x. 
La fonction ^ {x) devrait vérifier l'équation {E) et la nouvelle équation : 

Mais je me bornerai à signaler cette metliode, qui conduit aisément à la 
détérmination de toutes les courbes identiques à leurs polaires récipro(jues. 



(*) Darboux, Sur utie ckufse remarquable de courbes et de surfaces dUjéhriques (Note IX). 
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±«* Soil la Iraiìsforniation de contact: 

X^ax \ y Y = ^ay^ry\ 

L'tnjuatioii fonctioiiiielle correspondante est: 

': [a x + ^' (x)] = 2 a -^ {x) + [Y (x)]\ (£i 

Les éléinents doubles ont pour coordonnées: 

jr„ étaiit arbitraire. On a une solution de Téquation (JS), dépendant du pa- 
rainètre arbitraire Xo^ en éliminant y entre les equations: 

ax + y =x„ '^ay \-y =-jzr^~ 

ce qui donne: 

1 2 



La vérification est immediate. 
27. Conrbes invariantes par la tratinformation de contact (X, F, V: 
•r. 1/. y). Considérons maintenant la transformatiori de contact donnée comme 
une transformation (.V, V, Y'\ x^ y, y): conforménient à ce qui a été dit 
au S 2k nous ne parlerons, cette fois, d'élémenl doublé que loi-squ'on aura 
les troi^ equations: 

fi-^.^ !/u^ yj = •*•.. ? K, //„, //.,) = ?/, (j-,,, i/„ y\) = y\ . 

La troisième éciualion peul s'écrire (§ 24): 

Le cas que nous allons traiter est donc le cas exclu dans les deux pa- 
ragi-aplies prccédents, dans lecpiel la solntion élran<rère n'est [ilus nécessai- 
renient la seule confenant rélément doublé (x^^, /^, y'j. 

Nous nous proposons donc de Irouver une courbe invariante par la sub- 
stitution (•{) et contenant rélément doublé (-»•„, //o, y\,). Soit // = <{/ (a?) l'équa- 
tion d'une pareille courbe. La fonction ^(x) devra vérifìer les deux equa- 
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tions foiictioiìiielles : 

La fonelion 6 est liée à f et à <p par rideiitilé: 



Le secorid menibre de colte ideiilite ne coiilieiit y" qu'eii appareiice, en rea- 
lite il est independaiit de y" piiis(|iie la traiisfoniiation est une traiisfornia- 
tion de contact. 

Si on derive l'équation {K) par rapport à x, on obtient: 

•*^^^^' V^o? y oy j ex y^ y 
ou, à cause de l'identité précédente : 

équatiuii qui se decompose eii deux doni l'une est réqualion fonctionnelle (i^") 
et l'autre ime équatioii différentielle : 

Ainsi tonte fonction cpii vérilie l'équation {K) vérifie aussi, ou bien l'équa- 
tion (/?'), ou bien l'équation (K"), d'oii deux cas à distinguer: 

1.® Supposons que la fonction ò vérifie les équations {E) et (E"): elle 
ne constitue pas alors une solution du problènie tei que nous le posons 
actuellenient et il est facile de voir qu'une pareille solution n'est autre que 
la solution étrangère obtenue en % 25; en effet l'équation {E") admet une 
intégrale première 

f(^^ ^> f) = iPo 

et l'équation (E) devient, en tenant compie de cette dernière équation : 



^l'ilj"**^ 



l.(.>-"*Ut* 



k •» 



• •.•k . 



' k * ■ ■ 



h«' 



><• 



^» <;t« 
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d'énoncer, pour les substitutions de la forine (4), quelques résultats doni je 
me propose de développer les déinonslrations dans un travail ultérieur. Ges 
résultats sont les suivants : 

Etant donnée la substitution (4) et un élément doublé {x^, y^, y'^) de 
cette substitution, forinons i'équation : 

Soient S\ S" les racines de cette équation supposées distinctes et non 
nuUes : 

1.® Si |S"|, jS"! sont tous deux inférieurs à 1, il existe une courbe 
invariante contenant Télément doublé (x^^ i/^, y\) et défìnie dans un certain 
intervalle x^ — ft, x^ -\- h : cette courbe peni s'obtenir comme limite des an- 
técédentes successives d'une courbe contenant l'élément doublé. 

2.® Si \S'\, \S"\ sont tous deux supérieurs à 1, il existe une courbe 
invariante, limite des conséquentes successives. 

3.<> Si \S'\y \S"\ comprennent 1, il existe deux courbes invariantes, 
l'une limite d'antécédentes et l'autre limite de conséquentes (*). 

Si on applique la proposition précédente aux transformations de con- 
tact, on voit qu'on peut definir, suivant les cas, une ou deux courbes inva- 
riantes par la trans forniation de cantaci (3) et contenant V élément douhle a?^, 

Ifoy y'o ^ ^^'^ transformation. 

Ce résultat est ainsi établi sans supposer l'analyticité des données et 
en supposant seulement, comme on Ta fait au Chap. IV pour d'autres sub- 
stitutions, que les fonctions données /*, 9, sont définies dans le domaine 
de (i»o, t/o» y'o) ^t ont des dérivées du premier ordre continues dans ce do- 
maine. Mais il n'est pas prouvé que les courbes ainsi obtenues soient les 
seules et, en particulier, pour le cas de |S"|, [S"] inférieurs ou supérieurs 
tous deux à 1, il n'est pas prouvé qu'il n'existe pas une deuxième courbe 
invariante. 

Dans la méthode du paragraphe suivant, nous supposerons les fonctions 
/, <p, analytiques et nous pourrons démontrer alors quii existe deux courbes 
a/nalytiques invariantes dans tous le cas : en restreignant les liypothèses 



(*) Ces resultata s'appliquent à toute substitution de la forme (4), méme si cette sub- 
stitution ne provient pas d*une transformation de contact. 
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Nous avoiis ohtcnii au Cha|). IV (S •')) les exprcssions de a,b, e, A, li, C 
eii fonctioii «les coordomiócs priinilives {j\, //„, y'^) de l*él(''ineiil doublé. Eli 
se reporUuU à ces valeurs, oii voit (pie Toii a eii particulier : 



■I = 



? .>• d il 



!J -V 



d f df 
air '" dif 



II 



(I 






df . df A 



C = 



d ni, 



Actuellemeiit, oii a : 



I = V -= 



car róléineiit doublé (,r,, //„, //'j vórifìt» IVciualioii v'^, :^0(.r„, //„, //j (|ui 
peiit se niellro sous les deiix forines suivaiilos: 



// o ^- 




t?9 A 



df 



!fl 




'àff'l. 



De plus, pour pouvoir appli([U(M- les résulfals obfenus dans Tétude de 
ritératioii à Irois variahh^s, il faul supposer (pie daiis le domaiiie de (,r„, 
//„, //V) les fouetions f. o, soni lioloniorphes (»t, d'après les formes (;">) de 

la fonetion 0, il faut cnu» L - ,/ //Ì et. L ' J ne soicMif pas nuls en nieiiìe 

temps (*), atin (pie Ton puiss(» eiiìployer \'\\\w au iiìoins des deux formes ('>) 
de la tbnetiori 0: il en résulte qn'on doif {ftipposcr (jne a et e ne souf jxt.^ 
nuls en mnne femp,s. 



(*) li<'S roiiditions (/■ +o '/i =>'=»0 (»l \r,\ «='=() oxpriniont, «mi ^t'MiiM-al, (ine i/o n'ost 

pas infini: dlos dófUMìtlont clone eh» l'oricnlalioii cl(\s axrs de coordoniuVs. \jv seni cas c|uì 
roste ainsi A éliidìiT est eeliii où Toh a eri nuMiie tenips: 

(IMI").-" (l^^L>i " (la " (l;i "• 



Les élénieiìts d()ul)les véritìanl siimilUinénient ees i- éqiiatioiis soiit des éh'menls singuliei*s 
dans le doniaiiie desqiiels ime étiide parlieulière serait nécessaire. 
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«II- '.*' a :j»rnM* : 



- '«• •'•• !h >n 



•' I ■ 



•II.- e^* «ieiix lnriii<»s suivanles: 



■ 't ■ 






.:i" 



r 






<6) 



I '"-i |».i> Hill «»l la «UMixièrne si e iiVst 

»-«i\ as. i|r\i'l4)p|)(M' )" «MI sèrie onloìinée 

i. iaii> Ir •[niiiaiix* <U* roritrine. Kxamiiions 

ii|ito\niis la «IrnxitMiH' toniK» <h» \". Ori a, 
■ le ••\|nvssioii «Ir la torme: 



^».. . .1 . UI*S . 



I . • ■!» 



I j ò'- '^ \ 



ox . oriìii mmjIs '/, />, i\ IL ne sont pas d'ail- 



•\ . * » i 



I 



i» 



/ ; . 









(7) 



„ vvMiiuiiitMi c.Nt iiiir (laiislorinalion ile (*oiitai.'t. Kn 
,.. . ., v; appini ^ tf ri IMI ieiu|>la<:aiil eliminile x, //, /^' par 



. • * • 



■I '. 



■ ''' .1 e li -0 



't\ • 



ji. 
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, _ . _ _L II 1.1 I I ' '.tu 

On voit d'ailleurs aisémerit que cette relation est la seule existant entre les 
coefficients des termes du premier degré en x; //, // dans le cas general. 
Ainsi^ en supposant c-| O, la transformation prend la forme réduite: 

X =f(x, y, y') = ax-\-hy \-cy^ \ 

Y =^(x, y, y)= By ^ \ (8) 

r = (x, 1/, 1/') = a a; + p 1/ + y i/'-i ) 

les coefficients étant liés par la relation: 

a y — e a = B. 

2.® Supposons a , 0. On eniploiera alors la première forme (6) de Y' 
et on aura: 

Y =xx rpy + y y \ 

«) P? Y ayaiit les valeurs: 

Si on derive les deux membres de Tidentilé (7) par rapport à j? et si 
on remplace x, y^ y par zero, oli obtienl la relation: 






ou bien: 

a {a y — B) — e a a = 

ou encore: 

a y — 7. = B. 

Aitisi, on obtient encore dans ce cas la méme fonne réduite (8) pour la 
transformation de contact 

30. Dans la transformation (8), rempla^ons maintenant y' par une 
variable z indépendante de x et de i/, comme nous l'avons indiqué au § 28. 
Elle devient une substitution à trois variables: 

X = f{x,y,z) = ax + by-\-cz^ \ 

Y=^{x, y, z)= By +... (8 bis) 

Z = 0{x, y, z) = xx + ^y i~yz-^, ] 

avec la relation: 

a y - c(K = B. 



j^' Zj*""-*^ S#*r •** ^^ymv^^m^ f'^m^^.^m^U-s qmi d^fmi^mm^ «ite OMiri#r 



• 



Mt J»#*'L 



OV/ **yj*'''.»T*' 



k — > ' r*'! — .> • 47 — .S » — r »] = 

*^ -SifS' — ^a -^;\S — B] = i^ 

ìa t'^dÀX'^ 4^ la relaliori <i 7 — r 7. = //. 

L'uiì^ ^J♦*^ ra^'ine?^ ^*^t S =^ li. Soieut S' . *S" le.s «leux autres racines, Re- 
ssxHr^ltàOfif- qt}4- Kofi a: 

Aié9HÌ, Vun^ d^Ji ra^:inejf de Véquaiion en S relaiire à riii Hémeè^ domkie d'nm^ 
lni$ìJffornuUwn de contaHenl égale an produit de^ denx aulres, 

K^-inarquons aiissi (|ije réquation du secondi clegrré qui admet pour 
ra^iiji's S\ S" nenl autrc* (|iie ré(|uation eii S coiisidérée au § 47, dans la 
ffrt*ifìii*n* tuHìunU', indiciuéc* pour la reeherche cles coiirbes invarìantes i^l 

Polir applique!' le tliéorènie fondamenta! du Cliap. II sur les coiirlies 
jnvariantes \ìììv une suhstitution, nous devons supposer que le^s raciiies de 
|V'quatii>ri en *S' soni distinctes, onl des rnodules différents de zero et de L 
et erdin ipi'aueune d(»s racinos nVst une puissanee entiere d'une autre ra- 
eifie; ;j rause de la relation S ^ S' S'\ eette derniere hypothèse revient à 
HU|ipi>ser qu'aueune des deux racines S\ S" nVst une puissance eiitière de 
l'aiifre, Nous ferons clone ees diverses liypolhèses. 

Il <*ii,-te alr)rs trois courhes analyticpies invariantes par la subslitu- 
tion (H liJKf r»! passarli |iar Torii/ine. (llierclions les tangente^ à ce:? trois 
'ourl/eri a rori;rine. 

l/ii tanj^enf^' à la eoiirhe inviiri.'int(» (' correspondant à la raeiue S = B 
;j pour «'quations: 

{a //) x h if • r z — 

a ./' [i // (y li)z = 0. 
(*) l);i/i>< r4'ff<' /'4|ii;itioii. Il* U'vww iii(l«'*jM»ii(iaiit \f, 0]^ s(» ivdiiil en offetàay — 0, c'est- 
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Remarquons qu^elle nent pas mtuée dans le pian 2/ = 0, (*ar il foudrait pour 
cela: 

(a - - J8) (y - fi) — e a = 

et rune des raeiiies S' S" serait ej^^ale à lì: réquation dii troisième degré 
en S aiirait une racìiie doublé, coutre riiypothèse. 

Gonsidérons niaintenaul la laii<reute i\ la eourbe iuvariaule C eorre- 
spondant à la raciue S\ Elle a pour équatious: 

(a — S') X + bi/^ cz = 

équations qui se réduisent aux suivantes: 

(a — S')x f C5; = i/ = 0. 

La tangente est dono situte dans le pian «/ = 0. Il en est de niénie pour 
la tangente à la courbe invariante C correspondant à la racine 5". 

Ainm, pour denx des trois courhes analytiques invariantes par la sub- 
slitntion (S bis) et passant par Vorigikie, on a y'o = 0: soient C\ C" ces deux 
courhes: pour la troisième courhe C au contraire, on a y\- ■ 0. 

Ceci i)osé, soient i/ = iL (u?) z = /^ {x) les équations de l'une quelconque 
de ces trois eouibes (\ C\ C^ Nous allons déniontrer que, pour C et C", 
la fonetion /(x) est la dérivée de '^{x), mais que pour C il n'en est pas 
ainsi: il en resulterà (pi'il existe deux eourbes analylitpies invariantes par 
la transfonnation de contact (8) et deux seulement. 

Si on suppose en effet y et z remplacés dans les équations (8 bis) 
par les coordonnées '^(j?), yjx) d'un point de Fune des trois courbes C, C\ 
C, on a: 

y.^ dx ' dir dz " 
dx^ dy^ ' dz 

a/ a/^ a/;^/ 

dx dy dz 
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Rappelons que, ilans cotto deriiière equatìon, z ii'eiitre que d'une fa^on 
appareiilo, puisque la Iransforination (8) est une transfonnation de contact 
Supposons d'abord (pie y et s désij^nent les eoordonnées d'un point 
de rune des deux eourbes C\ ('\ Pour ces eourbes, on a: 

Uo = ^0 =-- 0. 

PreniMis les derivees suceessives par rapporl à x des deux niembres des 
équations (9) et reniplacoiis x par zero dans les relations ainsì obtenues. 
Pour x = 0, y, Y\ y,... et Z, Z\ Z",... devieiuient éjraux respeetivement 
«* y? y- !^^• • **t «^ ^^ -» z\.,, On oblienl done ainsi des relations entre i/'„, 

y »^ y .!'••• **^ -u' ^ u» ^ «»'••• ^'^ *^ • 



d 



ì ff^ d e I \d s dy d z J\dx^ o z ) 



\dx ^dy'' ' dz ) 



Si on n»niplace .r par zero, on obtìent une relation entre y\^ z\^ y"^^ 2r"y 
qui, résoluo par rapport à y" ^^^ prend la forme: 

l^i denxiènie ecpialion (9) ne diflFere de la première que par le chan- 
tfi'iiiiMit de y en z et de Y' en Z: drnie, en prenant les dérivées des deux 
MM'nd>n*s par rapport à x et en reniplarant x par zero, on obtient: 

Kn eoniparant les deux relations ainsi obtenues, et en tenant compte 
de la relation </'„ = 2?,,, on voil que Ton a: 

y » — ^o* 

Je dis qu'en general on aura de inéine: 
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Supposons la proposition établie pour loutes les valeur» de n jusqu'à 
n = p — 1 et démontrons qu'elle subsiste pour n=p, 

En dérivant p fois la preniière équation (9) par rapport à Xy en r^ia- 
pla^ant x par zèro et eii résolvant par rapport à i/?* la relation ainsi obte- 
nue (*), on obtient une égalité de la forme: 

Dérivons maintenant la deuxiènie équation (9) par rapport à x: eonune elle 
ne dififère de la première que par le changement de y' en z et de Y' en Z, 
ce qui entrafne le cliangement de i/^*^ en z^^~'' et de Y*** en Z*^~^\ on obtien- 
dra, pour x = 0: 

«''-■»> — \ (g «' «<'-«) • «' g" gipi\ 

et cooime on a, par hypothèse : 

on voit qu'on aura aussi : 

ce qui démontre la proposition. 

Ainsi, les équations de ehacune des courbes C et C soni de la forme: 

et x(jp) est bien la dérivée de ^(x). 

11 en résulte que la courbe piane y^=z^(x) est bien invariante par la 
transformation de contact (8).' 



(*) Il est aisé de voir que la relation ainsi obtenue et les relations analogues obtenues 
précédemment déterminent bien d'une fa^on univoque les quantités \f^^ y"©*---» y?*« ^^ 
relations, jointes aux relations analogues obtenues en partant de la deuxième équation (9), 
sont en effet les équations servant à effectuer le calcul formel des coefllcients y"^, y%»..- 
et «^0, «%,... des équations d*une courbe invariante, lorsqu*on a déjà calculé les coefficients 
y'a «t «r'p. Or, d*après les résultats du Chap. II, les coefticients }f\, ^^ une fois calculés, il y a 
Mne caurbe invariante et une senìe pour laquelle ^/o* ^o ^^^ ^^^ valeurs ainsi calculées: il en 
résulte évidemment que les é<|uation8 <iue nous considérons peuvent élre résolues de proche 
en proche par rapport à ^"0, i/"'©»---» V^^ ^^ qu'elles ont ehacune une solution et une seule, 
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et soìt à déterminer les courbes unalytiques invarianles coiitenant rélémerit 
doublé x^ = i/„ = y\ = 0. 

Coiisidérons la substitution: 

X=ax \~z Y=-'2 a y-\-z' ;?= 2 ;?. 

On détermine aisément les courbes invarianles passant par l'origine, 
en employant la méthode des coeffieients indéterminés et on Irouve les Irois 
courbes suivantes: 

(ere courbe i x = z = 
2« courbe : y = 2? = 

3« courbe : y == ^^ ^ — z = i± - a) x. 

Pour les deux dernières courbes, z est la dérivée de y par rapport à x\ 
e€S deux dernières courbes donnent deux courbes planes invarianles par la 
transforma tion de contact: 

l®"^ courbe : ^ = 

2** courbe : y = ^ 

C4es deux fonctions vérifient à la fois les deux équations fonctionnelles: 

']/ fa ir f- -f (X)] = 2 a '^ (,r) + [^ (^)l* 

La vérification est immediate. 

On a Irouvé en outre au ^ 2B une infinite de solutions vérifiant la 
première de ces équations sans vérifier la deuxième. 

32. EquationH (ìifférenlieUes invarianles par une iransformalion de 
contact, — Etani donnée la transfonnation de contact (3), on peut se pro- 
poser de chercher une é(|uation difTérentielle F{x, //, //) = invariante par 
la transformat ion. Uni} pareille é((uation possedè la proprietà suivante: 
étant donnée une courbe intégrale de ré(|uation, la transformalion de contact 
appliquée à cette courbe donne une nouvelle courbe intégrale de la méme 
équation. • 

Le probième revient à la recherclu* d'une surfaci» invariante par la 
substitution à trois variables (3 bis). Soit (,r^,, y^, y\) un point doublé de 



133 Lnitès: Sur les éqnations foHctioHnelìes qui definissent une courbe 



celle sul)stiliilioii: ré(|iialioii en S relalive à ce poirit a Irois raciiies doiit 
rune iS est éprale au produil des deux aulres S\ *S". D'après les résultals 
ilu Cliap. II (§§ IS et IIM sur les surfaces iiivadantes, il va en general une 
suiface invarianle contenant rélénient doublé et correspon<lant à la racine S\ 
pourvu (|ue *S' et S" soient tous deux supérieurs ou lous deux infé- 
rieui-s à 1: il y a de niènie une surl'ace invariante correspon<lant à la ra- 
cine S" pourvu que S et S' soient tous deux supérieurs ou lous deux 
inférieurs à I. Mais pour la Iroisièine racine 6', on est arrété dans le calcul 
forniel des coefiìcienls à cause de la relation S = S'S'': il n\ a donc pas 
en jrénéral de surface invarianle correspondant à celle racine; mais il peul 
arriver cependanl (pie, pour une Iransformation parliculière, il y ait, non 
pas ìmpossihililé, mais indélermination dans le calcul formel: dans ce cas, 
on aurail une infinite de développements vérifiant tbrmellement Téquation 
fonclionnelle qui definii la surface invarianle et il resterait à vcur si les 
développements obtenus soni converjjrenls. La méme question se pose d'ail- 
leurs dans le Cliap. 11, loules les fois qu'il y a entre S, S\ S" une relation 
de la forme S = S'^S''P et nous n'avons pas étudié ce cas au Cliap. II. 
Nous nous bornerons donc à concluiT en remarquant que toute^ les foia 
qnOH a pn Meiiir uno aurfac/^ invarianle par In Iraìisfonnalion (3 bis), on 
en (léduily en rempìa^ant z par ij (ìans Véquation de celle barfàce, une éqìiaiion 
differetdielle du premier ordrc qui admel Vi transfornmlion de contact (3). 
Ce resultai est general pourvu qu'on considère, comme le fait Sophus Lie, 
une équation différentielle du premier ordre comme une équation entre les 
coordonnées j^, //, i/ d'un élément: l'énoncé s'applique aloi's, méme au cas 
oCi l'équation d'une surface invariante ne coìiliendrait pas r. 

Kxemple, — Soit la transformalion déjà considérée au paragraphe pré- 
cédenl : 

Si on y remplace ij par r, on a la transformalion ponctuelle: 



X = ax \ z Y=^laij ^z" Z=^z 

qui admet Forigiìie pour point doublé. 

Ramenons d'abord celle transformalion à avoir la forme canonique in- 
diquée au Chap. II. Pour cela, il suffit de poser : 

z ^ 

u = x+ TV et U=X-\ ^ r-i • 
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La transformation devient : 

U=au Y=^a!f-2^ Z=^2z. 

Les racines de réquatioii on S sont a, 2 et !2 a. 

A la racine 6" =2 corrospond la surface invariante tangente au pian 
xO y: 

z = 0. 

A la racine 8" = a correspond la surface invariante tangente au pian 
yOz: 

H = 0. 

Enfin clierchons une surface invariaìite tangente au pian xOz. Soit : 

y = '^ (m, z) = 7 u^ -(- 2 p n z -;- Y 5?* -} — • 

réquation de cette surface. La fonction ^ doit vérifier Téquation fonction- 
nelle : 

]/ {a H, !2 r) = 2 a '<{/ in, z) -;-?'. 

On reconnaft aisément que tous les coeflfìcients de ^(if, z) doìvent étre 

nuls sauf y qui est égal à . , . , et ? (ini est arWtraire: ainsi on est dans 

le cas où le calcul des coefficients conduit à une indétenninatioìi et on trouve 
une infinite de surfaces analytiques invariantes tangentes au pian xOz ci 
ayant pour équation generale : 



z' 



y = ?nz t^y2_--)- 



Si on revient aux variables ar, i/, z^ on a les surfaces invariantes sui- 
vantes : 

z 1 — 2fi 

2 — a ^' ^ 2 (2 — «) 



z' 



et si OH revient à la transformatioìi de contact dans le pian, on voit qu-on 
obHent les équations différentielles suicanles invariantes par la Iransformar 
tion de contotct : 

^=0 x= ^;;^^ V^f^-^^'^^ 2(2~a)^" 
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P étaut une constante arbiiraire et la niéthode eniployée montre que ce sont 
les senles éqnations différenlielles admettanl la Iran^formation de contact pro- 
posce, vérifiées poiir a- = y = y =0 et telles que l'une au moins des 
Irois quantilés .r, y, y soil une fonction liolomorphe des deux autres quan- 
tités, dans le domaine de x = y = y' = 0. 

Tonte eourbe intégrale de l'une de ces é(iuations se transforme, lorsqu'on 
lui applique la transfonnation de contact donnée, en une nouvelle courbe 
intégrale de la inénìe équation : il peut arriver (|ue la courbe intégrale con- 
sidérée coincide avec sa transforniée, c'est alors une des courbes invariantes 
trouvées au paragraphe précédent. 

Il faut supposer, dans ce qui précède, qu'aucune des quantités a, 2 et Sa 
n'est le produit de deux puissances entières des deux autres quantités: dans 
ce cas, il peut y avoir une nouvelle indétermination dans le calcul formel des 
coefficients, d'après la théorie generale du Gliap. II et les éqnations obte- 
nues ne sont plus les seules répondant à la questioni enfìn si a = % les 
résultats précédents tonibent en défaut, mais nous nous bornerons au t*as 
general. 

33. Convergence irréfjnlière et cycìes de courbes invariantes. — La notion 
de convergence irrégulière dont nous avons parie dans l'étude de fitération 
a deux ou A trois variables (1***^*- partie§§ 15 et 23) s'étend sans difficullé aux 
transforma tions de contact. 

Considérons une transformalion de contact 7" et ses puissances T^, 7'%... 
On peut se proposer de cliercher une courbe (pii soit invariante par la tran- 
sformalion T'' sans étre invariante par les transformations T" d'indice n in- 
férieur à p. Une pareille courbe C est transforniée successivement par la 

transforniation 7" en des courbes (l, T», (\, T,.;,,... et la courbe (\^i 

coincide avec (\, car elle pourraif se déduire de ('i par la transformation T^ 
(pii laisse Ci invariante : on a ainsi un cycle de p courbes se permutant cir- 
cìdairement par la tra ns f ormai ion T\ Au point de vne piu*ement analytique, 
nous formons ainsi un cycle do p fonction^ ^i ^<^*)? r.* l*^') ? • • • ? ^i> (*^^ vcrifiant 
un système déqualioiis fonctionnelles. 

Cette notion de convergence irrégulière s'ap[)lique, soit qu'on considère 
la transformation 7" conune une transformation (X, V; .r, //, y) iVéléntenl ìi 
point (§§ 24 à 20), soit qifon la considère (*omme une tiansformation dVW- 
mepd à élément (^ 27 et suivants). Supposons (|ue la transformation soit celle 
défìnie par les éqnations (3) on (3 bis): dans le premier cas, on definii ainsi 
un cycle de fonctions y , ^.;,.-? V/. vérifiant le système d'équations fonction- 
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nelles 



■;.[/•(*, ^^, •|'.)1 = ?(«, «l'i, f.) (E,) 

Dans le dcuxième cas, les fonctioiis t|ii, (!-.,..., •]/,. doivent vérilier, non seu- 
lement les équations (Bt), (£.),..., (A,), mais aussi les équations: 

■y,[f{x, J-,, f.)l = 0(a;, <]/., ^',) (£'.) 

<l',[f(X, <{;., f,)] = (J^, 4-,, f,) (E\) 

• • 

• ■ 

La résolulion de ces systèmcs d'équations fonctioniielles se ramène, 
(•online on voit, à la résolulion d'une ou de deux équations fonctionnelles 
définissant une courbe invariante par la transforniation T^: soit (\ celte der- 
nière courbe et O2, C',,..., 6^ les transfonnées successi ves de Ci par la trans- 
forniation T\ Si ces courbes ont respectivenient pour équation les équations 
suìvantes : 

y = ^i (x) y = 'f, (x).,,y = J/^ {x) 

les fonctions ^x, '^«,..., J/,, constiluent une solution du systènie d'équations 
fonctionnelles données. 

Rappelons enfìn qu'on obtient, par de simples éliniinations, une infinite 
de courbes invaria ntes par une transformation de contact considérée cornine 
transforniation (X, Y; j?, y, y) {% !25). Il en résulte qu'on obtiendra par de 
simples éliniinations une infinite de solutions du système forme par les équa- 
tions £1, £?3, . . . , J5,,. 

vJ4. ExEMPLEs. — 1.0 Soit la transformation de contact d'élément k point: 

( X = x { y' 

et soit à trouver un cycle de dcnix courbes 0,, C\ se permutant par la tran- 
sformation 7', . 
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La trausforinalioii ilerée T* est la suivante: 

lies éléiìieiits doubles de T. oiil pour coordoimées x = \ i/ = y' = 0, 
X etani arbilraire. Pour obteiiir une courbe invariante par T,, il suffìt (§ 25) 
d'éliminer y enlre les é(|uati<His: 

Le résultat de réliuiination est : 

i/ = - ^-{x-l)\ (C) 

C'est Téquation de la courbe (\ , Si on applique à cette courbe la transfor- 
niation Ti, on obtient la courbe (',. On trouve imiuédiateinent Téquation de 
eette courbe : 

y = ^{x-^'k)\ (C) 

Les deux courbes (C,) et {(\) se perniutent par la transformation Ti. 
Au point de vue purement analytique, les fonctions : 

^(x) = -{x-'ky et 6U)==--i^(j?~ A)- 

A'érilìent le système d*équations fonctionnelles : 

'l[x + b'(x)\ = -2fì{x)i-\V{x)Y 
Hjt--^'{x)]^<i^(x)^-W(x)Y. 

On pourrait, de la méine manière, cherclier un cycle de p courbes se 
permutant circulaireinent par la transformation T, , 

2.® Soit la transformation de contact iVélénient ù élément 

X =aij 
,-, j Y =h (X if — y) 

1 —■■ .r 
a 
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pt soit h trouvor un cycle <le doux courbes so pormularit par la translV)!- 
nmtion. La traiisrorniatioii iténV est la suivanto: 

X =b.r 
T.. Y ^ Ir V 

Cesi uno siiì)i)lo Iransformatioii j)oiu'luoll(» prolon^róc*. Klle a<lrìiot los 
courbes invariarites // = Aa*\ \ etani a^bilrai^(^ 
lia courbe L\ a i)our é(|uali()n : 

// — ). ìT". 

La eourbe C\ s'obtient eii appliquaut à C, la trauslornialiou T,, ce (|ui 
donne : 

_ ^^' 

Si on pose : 

•: (jr) - -K X- (X) = ^J^ 

les foiictions •]/ et vérifiont le systènic dos (|uatre é(|iialions fonctionnelles : 

.; \(, 0' (\r)| =- ft |ir 0' {X) - (*)| f [n 0' (x)] = — x 

|« f (j-)| - /> |x f (J-) - ; (J-)l 0' (a f (j-)| = -^ -f- 
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Sulle forme differenziali a variabili 
alcune dipendenti altre indipendenti 



(I)pI hoif. <5i'ii)() TociNOLi, a Paria,) 



Il chiarissitiìo prof. Pascal in una Iuii^m serie di lavori pubblicati iu 
(juesti ultiiìii anni ba studiato lo tornio o le e(|uazioni ai dìR'eronziali totali 
di ordino superiore noU'ipotosi v\\i\ o ima delh» variabili sia funzione delle 
rimanenti (*), o tutte siano funzioni di altre indeterminate (**). 

In questo lavoro io bo preso a considerare le forme ai differenziali to- 
tali in un' ipotesi diversa, e cioè (piando si imma<riui cbe alcune dello va- 
riabili siano funzioni di altre indoterminate cbe, in i)articolare, potranno es- 
sere le rinìanenti. Questa ipotosi è contemporaneamente por un certo senso 
più {|:enerale e per un altro verso meno j^eneralo della seconda di (|uelle so- 
praindicate; in OfTFii modo essa comprende come casi particolari sia l'una cbe 



(*) K. Pascal, Sulle equfishui ai iUffprei^Mi totali <1i ortliue qualunque. Kciid. Lsl. 
Loinh. (4). X\, (l^KK)). — Ut teoria Mio oqmis ioni ai differenzi ali totali di 1 11.^ ordine, litMiH. 
Ist. l-KMiib. (i). ;«. (1<KK)). Grundlatjen fiir einc Themie der h'usteme totaler Differenfial- 
gleichungen 2,*'^»' fJrd,, Malh. Ami.. L Tyi. 

(**) E. Pascal, Introduzione alla teoria invariantiva delle equazioni di tipo generale ai 
differenziali totali di IF.'* orditie. Annnii «li MatiMii. (3). 7. (ISK)l). — Un teorema della tewia 
invariantiva delie espressioni ai differenziali totali di //.« ordine. Rcnd. Ist. Loinh. (4). 3i. (I0()l). 

— SìMe matrici a caratteristiche invarianti nella teoria delle forme ai differonzicdi di IJ.<> or- 
dine. Roiid. Isl. Loml). (4). ^35. (l^.Mhi). — Su di un invariante simultaneo di una espressione 
ai differet^iaii totali di ordina qualunque e di un altra alle delirate parziali. \\vm\. Isl. Loml). 
{i). 35. (1902). - Estensione di alcuni tearemi di Frohkxhs. Krnd. Isl. Lonili. (4). .T). (IIKW). 

— iSiKOa teoria invariantiva delle espressi/tni ai differenziali totali di ll.f* ordine. Rend. Acc. 
Liiicoi. {iì), XI. (llKtì). — / problemi di riduzivt^e di Pfafk e di Jacohi nel caso del 1I.*> or- 
dine. Read. Ace. Lincei, (ó). xii. (ilK)3). Nove ttote sulle forme ai differenziali totali di or- 
dine r. Rend. Avv. Lincei. (5). xii. (I*.KKJ). !.• e i.«» seni. — Sulle forme differenziali omft- 
genee di ordine superiore. Ren<L Ist. Lonib. (4). .%. (I1KK3). — Le forme differenziali ad una 
sola variabile. Rend. Isl. Lonib. (2). .'^7. (hKJi). 
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l'altra di ({uoUe considerate dal prof. Pascal, e {)osso così ottenere, in alcuni 
problemi, delle forniole uniche. 

Io farò vedere che, in fi:ran parte, la ricerca può svolj{:ersi in modo da 
potersi ricondurre al caso ^nà trattato, e propriamente che i simboli e in 
jrenerale le formazioni fondamentali che conviene introdurre nel nostro caso 
si possono ridurre a ipielle ^Ui adoperate dal prof. Pascal. 

Mi è ^viìio pertanto di tributare pubblicamente al chiarissimo mio Maestro 
vivi rinjrraziamenti per i preziosi consigli e gli amorevoli incoraggiamenti tli 
cui mi fu largo. 



Divido il mio lavoro in due paiti, studiando nella prima parte le forme ai 
ditt'erenziali totali di oi'dine qualunque, e nella seconda le forme di ii.® ordine. 

Nel § 1 ti'ovo l'espressione del ditìerenziale totale erresimo di una fun- 
zione di più variabili nella ipotesi già detta, e fisso il tipo delle forme ai 
differenziali che studierò in questo lavoio. 

Nel § "1 trovo le condizioni di completa integrabilità deirequazione cbe 
si ottiene uguagliando a zero una di tali forme. Nel S •> sono contenute al- 
cune ricerche sulla trasformazione» delle derivate» di una funzione per effetto 
di speciali trasformazioni di variabili, l risultati ottenuti in questo paragrafo 
vengono poi applicati nel § 4 allo studio di certi coetilcienti numerici che 
compaiono nella espressioiu* già trovata del dilTerenziale totale erresimo, e 
nel § T) allo studio della trasformazione di una forma del tipo considerato 
in un'altra del medesimo tipo ed allo studio dell'invariante A, estensione 
di (|uello già considerato dal prof. Pascal. 

Nel § (^ osservo come le forme ai differenziali totali di II.® ordine da 
me studiati si possono considerare sotto un duplice punto di vista, e nel 
successivo § 7 dò varie propiietà delle forme stesse considerate nell'uno e 
nell'altro modo. 

Infine nel S ^ considero il sistema di ecjuazioni ai differenziali totali cbe 
si ottiene uguagliando a zero alcune» delle nostre forme di 11.® ordine, nel- 
l'ipotesi che il nostro sistema sia solul)ile rispetto a tanti differenziali secondi 
quante sono le incognite. 



PARTE PRIMA 



§ 1- 

FoHMA DKL DIKFKHENZIALK TOTAI.K KHHKSIMO DI CNA KL'N/IONK. 

FOHMK niFFKHKNZIALI DI OHDINK r. 

Si consideri una fuiizionc /*(u-, ...x-J di u variabili, delle (|uali n — k e 
preeisanieiite le uvi-i . . . d\. siano indipendenti, e le altre, cioè le af-, . . . ir*, siano 
funzioni di certe variabili /,, /,.,... sulle ({uali non si fanno ipotesi e che in par- 
ticolare potrainio essere le x,^..^ .. .a-,,. 

In tale ipotesi se: j, ...jV sono p dei numeri 1,..., k anche ripetuti, 
jpi'Ju. sono lu-p dei numeri fc+l,.-- " anche ripetuti, il termine ge- 
nerale del ditt'erenziale totale erresimo della data funzione sarà : 

dXj,..dx,- dXj ..,0 X, r^,. ^ '"'V» 'i 



Ju, 



(m ^ r) 

ove il sommatorie) 2 ^"*^ esteso a tutti i numeri r,,...,r^, interi positivi non 

i'i.,,ì'p 

nulli tali che t\ -f- • -: r„ = r — m - i>, e fri . . . rJ è un certo coefficiente 

numerico che studieremo in seguito. 

Nel termine generale del nostro ditt'erenziale erresimo compare» aduncpie 
una derivata mista rispetto a variabili dipendenti (Xj ...Xj) ed a variabili in- 
dipendenti {xj j Vjj, Osserviamo subito che mentie vi sono sempre ter- 
mini in cui le variabili di derivazione sono tutte dipendenti, e ciò qualun({ue 
sia m, se è m<ir non vi sono termini in cui la derivata sia presa rispetto 
a sole variabili indipendenti. 

Volendo poi che in ogni derivata mista la derivazione si intenda sejii- 
pre fatta, prima rispetto alle variabili indipendenti, poi rispetto alle variabili 
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di|KMi<l^iili, resta ^nustificato il coefficiente 1 1 che vedremo ora attribuito 

al teriniiie jrenerale nello sviluppo del differenziale totale erresimo. 

PrcHrisaniente al differenziale totale r-siino ijossiaino dare V ìum o V altra 
delle f arnie: 

Yt Yi Yi ^ [ |; o ^ o Yà {ff-rA ti'* Xj ...d'fXj dxj ... 

,1Zi,0X,^...ÒX, 



r ttt 



dXy 



r 1 tu 



m 1 0" f 



I.-1 jwrJ u-.f, J^-Jm P ; O Xj^...lJ Xj O Xj ...O Xj^ ,.,...rp r r 



'a 



/'-t 
i' 






ove il soniniatorio 2i va esteso a tutte le disposizioni con ripetizione dei nu- 

Jv4p 

meri I ,..., k d p d p/\\ sommatorio 21 *^ t*^^'^^^^ ^^ disposizioni con ripetizione 

dei numeri A 4-1,..., w ad m--jp ad m — p. Inoltre conveniamo che perj|> = 
nel doppio sommatorio 2 2^' eseguisca solo il sommatorio rispetto al 

secondo gruppo (ìi indici, per|> = m si eseguisca solo quello relativo al primo 
gruppo. 

Infine il sonnnalorio y che si è messo in evidenza nella (1), va esteso 

Ji-"Jr 

alle (hsposizioni con ripetizione degli n -k numeri k '- 1,.... n ad r ad r. 



Osserviamo sul)ito che se tutte le variabili sono dipendenti, se cioè s 
ba k = n, allora non può essere altro che /> = m, epperò per le fatte cor 
venzioni b* espressioni precedenteiìientc* considerate diventano: 



/• 



e'" f 



d' f= y y --' V I;. /. 1 



(h X: . . . r/'- X, 



•'l •' m 



e questa è proprio hi torma d(»l ditt'erenziale totale erresimo di una funzi 



a variabili alcune (lipendenli altre imlipendenti. 14.- 



•> 



(li w variabili (liperidenti dato dal prof. Pascal (*), anche per ciò die rifruarda 
i coeffieieuti iiiimerici, come lìie^dio vedremo (piando avremo studiala la 
espr(*ssioiie Ir, . . . rA . 

Se invece tutte le variabili sono indipendenti allora, essetido A* =^0, sarà 
nec(*ssa ria mente i> = 0, e (juindi la (1) e la (^) danno: 

({' f=y ^ ^ d X: . . . </ Xf 

ove il sonnnatorio è esleso a tutte le disposizi(nii con ripetizione dei numeri 
1,..., n ad r ad r. Questa è l'espressione che si trova di solito nei testi di 
Calcolo, ove si dà l'espressione del differenziale erresimo solo per il caso 
delle variabili indipendenti. 

Osserviamo anche che la (1) e (^) assumono forma più semplice intro- 
ducendo il simbolo: 



S 



!};.! y^Vrs;-. -^ 2. k. • • • 'Vl... ''' ^j, • ' ' "^^ % ^ ^J, . , • • • ^ ^V^ 



1 " ** ' li 



estensione del simbolo introdotto dal prof. 1^as(:al(**) per il caso delle varia- 
bili dipendenti. 

La espressione rappresentata da questo simbolo si pu(') rendere separa- 
tamente sinunetrica rispetto al gruppo delle ji . . . j,, e a quello delle j,,> i . . ,/«.. 

Precisamente se con Sy^..., si intende l'operazione della somiìia otte- 

luita scambiando fra loro gh indici j, .. .j,. in tutti i p\ modi possibili, e si 
definisce in modo analogo r()p(Tazione S,-, .../ potremo s(MÌveie: 

}^{n — 

f\ * * • • 

= , , , , S, ...y Si ...; y k, . . . r„\ rr» Xf ... (ì'f Xf dx ^ , . .d x, . 

Ci converrà poi anche, per ci(') che riguarda la (I), introdurre il simbolo: 



i(r) 



1 



^Ji-Jr ^='- f '^.yy./,. ^' «^ji ' ' ' d Xj^ . 

w 



(*) E. Pascal, Su di un invarinufe simuUnuen . . . Rcnd. Ist. Lonib. (!2). 35. (11)02). 
(**) E. Pascal, Introduziotte afla teoria delle forme differeuzifdi di ordine qualunque. Hrncl 
Acc. Lincei. (5). xu. (HM):j). 



"V» ^ 'I »é(t f '/*^» **mj*»"'.4 



tb. 



•••♦* rf»*«"»H izraii 'letali «li tipo 

:-«i^*Hi»» --A>i^tuif«fio lei «liffef^n- 
zr ifiln Tiiiiuimi irtutrarie 



X. 

-^ijt-a»» .d** t •*M aie •. . . /, 



X V X \ 



• • • ■ mn /t*^-' ■ t tm y 



»» 



\ 



»i un ut* . 



V V V V " 



• 



.<.'«. ila ■'• ""•*! 






4-^ 



unien» «iei nmflì- 



' . « . 



......a.» Mu^^"." «^'i «iinen» «IH! ««it^ltìrienu 



... I. •■ ■ '* ♦ 



s • 






■» 



.:C» ■ 



.... , .liu ;t -. ..'fili u'«»t;^'»iiii*«*» * -'^'H» .tia lorittii al 



. w,.i»' •.••» 'J'O n «.ii^.'.Cia»»'. 



> ! 



rt«(i%< «e 1'^^^ • ^ ''«M^cNilMtieiitó 



... . . ., It'M ... lUil •«.i!» ••-'*.»ll" -.«•liti /. 

I 

...... ' l M ' 
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Ci propoiiiaiiìo ora di trovare a (|uaii coiulizioiii'debbaiic) soddisfare i 
coenìcieriti -V perchè la A'"' = sia eoniplehinieiite inle<rral)ile. I/aiialofra ri- 
cerea i)er il caso delle varia!)ili dipendenti fu jrià fatta dal dott. Sinkjai.ua (*), 
(» avremo occasione di richiamarne i risultati per confrontarli con (pielli che 
v(Mreiì)o ottenendo. IVr il caso di una variabile funzione d(»lh» riiììaiuMdi, le 
condizioni erano stat(» priuìa trovate dal prof. Cascai. (**). 

Nell'ipotesi della completa intefriabilità avremo: 

[J- A, = ^ ' [J. A : . = ^ ( I ) 



(•2) 



ovo y, ^ 1 A- e jfj = 1 h; e in frenerale: 

por y>= 1,... '": ^ P<*r ;> = (> (il c^he porta m = r): 

ove adunque j ,..., j. >A*. 

Perchè intanto possano sussistere le (1). le X ad uno o a due indici de- 
vono soddisfare alle : 

X Y -Y Y i Y. ^'^'-Y- ^ -■' = () [i'^h^^ \ 

- /, - .h.ì^ - j..^ /, 7, - /.. g^. - /, ^^. \j (|nalun(|ue' ì 

ed jdiora per ^ '"/' ( /. — 1 n) possiamo prend(»n» una (pinlunc|ue delle 

■ 1» 

espressioni 

d X, 
V — ' 

^ ^"■'- a.r, 

ch(» si hanno ni variale^ di / da 1 a A*. 



(*) L. SiNifJALLiA, Sulle cqunzioìii ai (liffer**h siali tofali tU ordina qualunque. Hriid. Isl. 
Lomb. (i). 35. (iSm). 

(**) K. Pascal, Sulle equazioui ai differeu siali totali di online quuluuque. liond. Ist. 
Loiub. (^), ;ì3. (1<KX)). 

Annali di Matematica, Sorio Jll, Tomo XIII. 19 



1 



I ^ i • •4«« ** * 



V .' ' 



T -ifr- ^» 






I \ » 



^h 



ii>> 



r -1 . • 
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se<4'ueuti trasformazioni, (formanti naturalmente sempre un j^rruppo) 

^. = ^. (//... .</a) {i^k) ) 

^', = ^v (//i . . . ìJk) (i^k) 

,r,= funzione lineare delle (//*,... //,.) (/>>A). 



(^) 



(W 



Le x(//), a meno che sia detto espliritiimente il contrario, sono funzioni 
•iffatlo arbitrarie delle //, colla condizione che: 
siano differenti da zero 
nel pr imo caso : il determinante funzionale delle .ri ... .fv rispetto alle 

Jh'lficj ^ il determinante >, * ' q ' contenuto nella matrice funzionale 

^ \//a-h • • • ^ i/«) 

<lelle Xt^i . . . ^'h rispetto a tutte le // ; 

nel secondo caso il determinante ^- '-'■" *, • ed il determinante - * --" ", ; 

(|uesto ultimo non essendo poi altro che il determinante dei coefficienti della 
sostituzione lineare. 

Con queste ipotesi resta così possibile res()rimere reciprocamente le y 
mediante le x. 

Nei paragrafi successivi avremo solo occasione di considerare (per le X^''^ 
ove r>>^) la trasformazione (fi) : i)erò sarà meglio studiare ora anche la (a) e 
perchè essa si presenta nel caso di r = "i, e perchè dallo studio di essa segui- 
rainio immediatamente le proprietà della ((i). Cominciamo pertanto dalla (a). 

Consideriamo la derivata : 

df^ 

!lìy.,Jìp sono p dei numeri 1,.... k anche ripetuti 

fo/ii, . . . //'.a sono [A — dei numeri fc — 1,..., n anche ripetuti 

e vediamo di esprimerla mediante le derivate delle f rispetto alle x. Siamo 
partiti da una derivata rispetto alla //, anziché ris{)etto alla ìt, per poter con- 
frontare con maggior facilità i risultati che otterremo con quelli trovati dal 
prof Pas<:al (*). 



(*) Inirodtufione alki teoria delle forme differenziali di ordine qualunque. Rend. Acc. 
.incei. (5). xn. (ism). 



4» 



./#!##./, ^ f/f.' •'/TIU0' hfft^r'^ttzftfli 






^, ^ rjT cjr d ff e II. 






i V 






* • I 



f 



■»' __ ^ ^ à' f cx.dxj 
■^ '^ .35-; -^ r J". ex, e ij, d //, 



' iK. «»ij i«iH -ur»Mmt- iiitrrfifr*. »♦*•- iKàiizìoiie. otteiit*re la forinola j^encMalo. 
Hu M»'^^.uiii»» iiMtiH nrii^zaiH tMiltati ••Itemili «lai prof. ^^\sc:AL nella Nola 
ini Ulta. 

.u ri>;orMui/-i*»ii»* i 'liifHnsiH «lalle tnisfiinnazioni : •«•,= x^ (//i . . . //^), 
. è ^►tM len-Mfc* V e .1111 iiMÌu*e ^rtr A; non ^)iio funzioni (ielle y con 
!iau^* "^ %. Su.?<r«;i uiuniu leiTappliraiv quei risultati, tener conto che è zero 
»»cm: 'i»»»*^aca u uiu i mu iuìÌìv — A\ rispetto ad una y con indice >A'. 

■• [ 



,-*. 



^••. ' '^N. '* ''*« • • <^ .''*u 



(l) 

V % \: V '*i,-'*- '" '•• •••'^- I - ^-^ 

o\i* I MMnmatt»i« .^itiit» illc ì luunio il siornìHcato detto al S t, e le fonna- 
..,,,,, j' ' 1 -vviruMone di quelle considerate dal prof. Pascal, 

MMM» io^tihiilt^ da ai,i,Mip|Mmctilt di denvule delle .r rispetto alle //, che ora 
^IndicuMihv ^J |Hv\ror . iU' "aiinic di ox.vi^ polrauuo essere nulle, come effet- 
tiv.nncnlc M >cMhva. vov^^tic la loMia derivala non risulterà espressa nie- 
lli, ini»* tulle le .icnx.iie '.xikUo die r ihe ri>:urano nella forinola provvisoria 

or.i ornila 
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Soiiìpre riferondoci alla Nota citata, ahhiaiìio (*lio ih»1 nostro caso il tot- 

> • • ■ • 

mine <r(Mi(Mal(» di (,'*,' •'/'••'•';• ) ò : 

W/i . . . lu % 1 . . . /'u' 



3''^; 3'''^-/ d'i' ' U*,^ e'"' X; 



{(I) 



g'- Xj ^ 

<-on — ^--^ int(MiHondo la <l(MÌvata. <ii ordino ì\ , defila x- lisix^tto ad i\ 

d'^ -l'i 
dello vjuiahili Mi ... »/. , e con 7: r-^ iiileiuiciKlo la dcriv.ifa di ordino r, 

Jtf 

(lolla JT/ rispotto ad ì\ if prose» fra tntto lo //;, //, , //,. //;. . 

l numori r r,., r^,.., r„. sono intiori positivi non nnlli tali elio la 

loro somma sia ornalo a ;/, (» la sonima doi primi p non snpori o. (lonvo- 

niamo poi che por p~i) noi l(M-mino {^onoralo si oonsidori solo la sooonda 

0' > .r,. d*''*' X; 

parto 5- — r- • ' "^, — r^ • o p(*r è) = hi si considori solamonto la prima 
8 (//*), 3 (//a) 

.- . • • • ,- " ■ Si devo ijioUro toner cordo che nel terniino jreneralo le 

aO/*),. siih). 

1 f 

derivate di x^ r,^ vanno proso risi)otto a tntto o parto dello /^ • . • /A^ • 1<* 

derivate delle x,^ ^ ... x,^ vanno proso rispotto a cpiello dello //A,...y/i,^y/*^ .,-...% 
ohe non si sono prese nel l'ormare la prima parte. Ciò ohe ora preoisc^remo. 

Ver un sistema fìsso di valori d(»llo ri . . . r,. avremo intaido A^irii t(»rmini 
come (a), iìì corrispondenza ai diversi modi di ra<rfrrnpparo Io //^, ...y/*^. 
considerato coiììo o elomenti distinti, in un «rrnppo di r, di esse, con un 
lirruppo di t\ dello rimanenti... e così via con un {.nnppo di r/, cosicché 
se ri : ••• : r^. = avremo oj^nii volta distrihnito in }rru{)i)i di tal natura 
tutte le /A, .../A^, se r, -^ ••• • r^.<? iti o;/inino di (piosti rajij;rnppam(Miti 

Fìon compariraruio comj)lo.ssivamento tutte lo //;, ...//,. masolos — r, - ì\, 

fra (»sse. 

[n corrispondenza poi ad un sistema lisso di valori (h^llo n ... r^, r^,., ... r„., 
oltre ad avere varii termini come (a), per i diversi modi di ra^'jrruppamonto 
dello //....//a ora considerati, m» avremo anche por i diversi modi di raj.^- 

^M'uppare (piolh» fra lo //,.^ ...//,. cIh» si fosscMo omnìosso (» lo //. ^ . . . //,, ^ , con- 
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siderate i-omplessivaìnrntt» coiik* ;x /i — • • - r^, elementi distinti, in un 
uMuppo di /•„ , di esse, con un ^niippo di r^ ,, delle iinian(»nti e cosi via. 

(^nneludendo, i t<Minini roiìie {a) (*he si hanno p(»r ()<rni ^^istelna fisso di 
valori attribuiti alle r, sono in nunìero di: 



es<eu«in : 






p- -''«i j?--'*. - ••• ->v . 



A 



/*.. f \ r 



f'r-r, ' ' p, !p,! 



/• 



<e fra i numeri r, . . . r^. ve ne» sono p u^ruali fra loro, p,. u<ruali fra loro ma 
non ai precedenti e* così via..., e: 



.V 



i'j. n ••• r^.) ___ 



'V . 



u. n /V| j> — /•. r,. — /v ., \ /> — r, r^._A 



I 



j'/. • 1 • r'/. ! 2 • • • • 

se fra i numeri /•,. , . . . r^ ve ne sono p^.., ujjruali fra loro, p^^-o uguali fra loro 
ma non ai precedenti... e così via. 

Vr avere tutta la K' * ' -^l' "^'^ ' * * * , , oltre all'esefxuire gli indicati rair- 

;rruppamenti, dobbiamo far variare le r per tutti i valori positivi interi non 
tutti nidli tali che r, - - - - r,, -^ p, r, + •••-: r,. -^ r,,. , -[ -f- r„. = (a e som- 
mare tutti i termini come (a) che cosi si ottenfrono. Dentando questn ope- 
razione con 2 2 5 ^' denotando con ^ 2 il sommatorio esteso 

ai diversi raff(frni)pameìtfi delle y che si devono esennire per Ofpìi sistema di r 
avremo infine : 

/ * * * * \ 

ÌJi ' • ' Jf Jr \ ' ' ' J"' I __ 
H'f ... tip ftp . I . . . n u ; 



/ 3-y 






= 21 ^' ^' 21 - - — 
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Ci sarà ora Taclh» scorjroro clu» al(*iin(» cl(»ll(» ( y ) , conu» abhianm \{vk\ 
(letto, sono i<l(Mitiranì(Mìto nulle. 

Sono null(» : l(» j | |M»r /i — iìk ? [x 



rv 



"■ [i ) 



|M»r y) (>, 3 — 



' ri/ 



/ • 

•'•.V 

Queste ultime sono nulle pen'hè per ;>>? non si jìossono trovare <lei 
numeri r^.,,r^ interi positivi non nulli tali che la loro sonuìiu sia ^p. 

Non vi sono j)oi altri casi in cui la mancanza <li un gruppo di indici 
porti TannuUarsi identico della formazione; questa può tutto al più sempli- 
ficarsi come nel caso <li y> = 0, e in (piello di ?=^f^. 

Da tutto quanto precede se^Mie che la (1) può acquistare la forma de- 
finii iva : 



} ì dy,^...d y,^ o y,^ , . . . a y,^ 



- i 2 ('") Z 2 ({'•••^;- {'■ ': I ò — ^^ — r— - c^) 

ore M- è supposto p essenzialmente diverso da e r/a p. 
Per ? = fA (cioè //,,..., Ii^.^k) abbiamo semplicemente: 

e infine per p = ()(ft,...^ >fc) si ha la formula ancora più semplice: 

^/_ = i V g"/" p. • • •/»■ I (4) 

ove lp /,.../„ sono lutto >»fc 



(••{) 



Aiinaìi (li MatenuUica, Serio HI, Tomo Xlll. !20 
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Fin qui abbiamo considerala la trasformazione (a) : ora per venire alla (fi) 

cominciamo a supporre che nella (a) le x^.,,^..,x„ siano funzioni delle sole 

3 (oc jc \ 

I/li ...//«) funzioni del resto arbitrarie, salvo la condizione r, ) * "^^ ' ' ' — ^ 0. 

^ \l/k ^-l • • • Ifm) 

II) tale ipotesi si ha : 

ÌJi ' ' 'Ji' Jv^-i ' • 'J*" I IJi ' • 'Jr \ iJi'^i ' ' 'JfH \ 
//, ... //, hp^y , . . Ufi) Ift, . . . //p!^ V'p 1 • • • 'V', 



ove : 



i simboli aven<lo il solito significato naturalmente adatto a questo caso. 
Così p. es. 



y (/*-?) _ 



> — ?ì /> - P — 'V-. \ ...(i^~ ^^^ ' ^— ' ) • 



ìfr'-i ' r»*'2 • • • • 

In ({uesto caso sono nulle anche 1^ 1 ) P^r 



p = 0, p(); p w, p = [A 

e per avere, nel sommatorio solito, (Italie y J non identicamente nulle, hi- 

sogna che, oltre all'essere come pi-ima m -^ y , p -^ p, sia anche m — |) r^ [x — p. 
La (^), tenendo conto di tutto (*ir), ed osservando che: 

1 i =ì z 

diventa : 

/ i>. \ a- f 
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Le (.'}) e (4) assumono- poi la forma : 

ove: per Ai,..., h^^k (cioè p = y) le j sono ^A* 
per ft,,..., Iifi>k (cioè p = 0) le y sono >A\ 

Se infine veniamo alla nostra (fi), dobbiamo ossercare che per la linearità 

j I ii/ cni m — p 

supera [/. — p ma anche quelle in cui m — p è inferiore a (a — f. Dunque do- 
vremo prendere p = m — [y. i p: le solite formole (^), (o), (4) acquistano allora 
la forma : 

\ due .= 

■^ ( "' ] li X p'-'"-^'- \ ^1/ \ 

ove p è different*' da zero e da ly. ; 

gy _ ^ y p. • ■ -J». \ g"Y ,.j»> 

ove //, . . . fty» , jt . . . j„, sono tutti ^ A; : 

dy^,..-d y,^ j^'f^ \h, . . . h^)^^ dxj^...d Xj^ ' 

ove hy ,..., h^ e cosi ,;', . . .j^ sono tutte > A?. 

Le ^ che entrano in quest'ultima formola sono formate colle sole de- 

(• » • « 

, hpjfx . . . /<,„/ 
c-he entrano come fattore nella ( l \ della (:{"): l'altro fattore (/' •••^--/*^^j 

essendo. invece formato ancora come nel caso della trasformazione intermedia 
prima considerato. 



'y 



(i2") 



l^A\ Tofjèioli: Su Ih* forme (li/ferPèiziali 



Sulle 1 . j che coinpaioiio InisformaiiHd hi nostra derivata eolla (a) o 

eolla (fi), abbiamo due ordini di identità analof^lie a (juelle date dal prof. 
Pascai. (*), alle (|uali se ne possono a^^iuiif^^ere altre che rieordano quelle 
date dallo stesso Autore (**) per i simboli «^'", semi)re nel caso delle varia- , 
bili dipendenti, ma elie ivi non sono esplicitamente rilevate. 

Di (piesti sei jrruppi di identità, ci limiteieiìio a darne due, riferendoci 
sempre alla (jii) : (pugile del primo jriuppo sono interessanti per il confronto 
che faremo colle identità relative ai nostri S'"; cpielle del secondo gruppo 
verranno applicate in seguito quando j)arleremo di un certo invariante 
della X*" e di una forma alle derivate parziali. 

Idcììtitù del r* tipo). Sappiamo che è: 

• • • • •«• .• •. 

<}\ • • ' JtH ;f . p I», O. p l •''),., \ i J\ ' ' • ,1'» :^ i f'\ i Jhì tt '-/'' i- I • • • ?mI I 

//,... ho hp ^ . . . hj W/ , . . . hn ' W/y, u, . . . A'« / 

Applicando al primo fattore, che è una formazione di ([nelle considerate 
dal prof. 1\as(:al, le relazioni della Nota: Introduzione. , , già citata, ed os- 
servando che per il secondo fattore subito si ha : 

1./». «i^ -I • • • ./«• I * <s' I ^"' \ I ^"' •'' ■ /^ ■ * ' ' ' •^"* * i 



rv • » • .»y • * ■ jry 



otterremo le relazioni : 



I 



) i '"') m -y -p J u. !* P \ '''),.» \ ^ i J\ ' ' ' In» !^ P Jut ;* P ì * ' • Jm4\ _^ 

[h, ... hp hp ,.,. ha '^^ ~ d ij,^ \ // , . ..Itp , ///, , . . . Iff, 1^^ I 

m — i^ — ? '"' " P^ Ifp '^^ \// , . . , hp , hp, ,,, hp)^^ 

• • • • 

//,... hp hp,, ... V'^^ ~ ^ 

I • ' • • • * ' à 

^ e. ( •^*" 1 ih''' h» ." P )o> !^ p^i • • '.!»' «\ \ 

jji _ P ' '.*. 1 7^,^ I 1// . If, hp...... Ili ,! 

* \ • • xy ' I- • • * - xy 



(•'>) 



(«) 



(*) iS'ii (li un invariante . . . Rend. Isl. Lonib. (^). .T). (19(>^), piig. ()98. — Introduzione . . . 
Rond. Ai-C. Lincei, (ó). I-i. (1^)3), pa^^. :hh, 
(**) Introduzione , . . , pajj. 3'W). 



a variabili alcuna, dipendenti altre indipendenti, 1')? 



che si hanno por w = !i..., [^ — 1 prendeiich) rispettivamoìite di mira una 
variabih^ (hpcndente y,, ed una incHpendente t/,. . 

Per m = ;x si ha per : 

l J\ • ' ' Jp Jph\ ' * * Jf^\ __ ' c" ( -^^ \ i Ji ' ' ' ìp i .Ip i ' • ' lA 
U, ...hp hp^, . . . hf, ì p ' 'f \ hp ) U, . . . hp_, hp ..... hJ 

I 



(7) 



* r. { J'^\ ih''' h h" ^ ' ' ' Ji^-\ 

~ jA p '> \ Itix )^^ \A, . . . hp hp ..... hfi _, 



Non sarà fuor (h luogo tener presente che nella ^ j generale, il fat- 

/ • • s 

ture j ^' ' ' ''^Y'"^^ non contiene le // indipendenti, e l'altro fattore non con- 



'P ■ ...V 



tiene affatto le i/, ina è solo formato coi coelilcienti della sostituzione lineare. 
Potremo perciò scrivere : 

y ih' ' •.^»'-.«*^p J »•-.'* K" *-i • • • .'"•\ __ i\ /Ov 

a //, \h .... hp hp, .... h^)^^ ~ 
per i r^fc. 

Identità del II'' tipo). Partendo dalle Ci"), (^5"), (4") ed a[)plicando il pro- 
cedimento usato <lal prof. Pas<:ai. nella Nota: Su di un invariante,,, tro- 
viamo : 

a). L'espressione : 

V V / ^'* \ i.l \ ''' J »»'»»" p 1 '»' »> V \ ' ' '.1 »*»'\ /"'i • • • "'/A-wrji "•/*_,„ , ^, 1 • • • ",« I 

A«=»w' ft \W*' JP' v'i • • • h':t „,^,, A?.|ui ,„-^^H » • • • ''.'* ì -„ \h ' ' ' Ìp .//»-!> • • • h») 



Ttt ^ • - ' I -MI- ' "•' V^ 



Ila il valore l se è m = ni\ j,. = f,.: in ogni altro caso ha il valore zero. (Si 
^suppone p diverso da e da ni: ì sommalori hanno il solito significato). 
6). L'espressione : 

(hi , . . h.À 
^ià . ié II. 1, I ' 



y y // i • • • J .«'I jA^i . . . /fa| 



Ar-ale 1 per ni=in\ j,. = j\; zero in ogni altro caso. Le/,...;',,-, le./..../ 
o le fo, . . . fc|ui sono tutte -^ k. 
e). L'espressione : 



,3^ 1/?, . . 'hj \j, , ../. I 



-ry > ' " / "• . y.r 



vale 1 per/ = jV, zero in ogni altro caso. Le/, . ../,/, le ;, . . ./. e le /^, . . . fr, 
^ono ora invece tutte >A:. 



ir»H 



Tofpioh >ttilp fnrmp fliffprpusinll 



S k 



.\.V<:o|<\ S(LI.\ K()|{M.\ DKL f)IFKRHKN/.J Vf.K TOT.VLK KliHK>*l.\\0 DI L'X A FUNZIONE. 

Ali.I NK IDKVTITÀ »« I 'ì" . 



landò il prrif'Pf!iin**nto iiìilirafo ilal prof. P.\>»<:.vl i*}. 
Pai*tiarìì«> ilall;« f*s()rp>»sionp : 



lini- 






/.,.:T^ f^ìf: 



hpf 



'e ti 

.f 'J 



^ ff. ' ■ (^ !f. '^//., . • • • <^//.a 



^'//. '' //.. 



'' //« - • '^ //>o '^ //.,_ . . . '' /A, - 



^ 



K»vf> 1^ iilHn»** /' h, <iìì\i> \^k\. ^ >»oHt.itiJÌa aio alle derivate risp**tt<) iut y/ 

|p loro f*^pr«»^'sii»ni nì#MÌiantp Ip derivate risfM^tto alle x. Dovremo rotati otte- 
nere il dilT#»n»n7Ìale ;a-«>v:jiuo della /' espresso nelle x. eioè: 



r-' f 



Kx 



rfx 



(ove le ultime j, . . . ;, sf»rio >-/.). IValtra parie ese^niendo la s<)stituzione che 
ora si è rietfo, p(nì(*rìf\(t -^ / m p f*(\ r>sservanflo rhe : 



/' /' 



té è* 



11 11-1 1 



n* 



i,—>\ wr^\ *»*^1 /rrrt 



11 



Iroviarno rlM» la (y) divf^rda : 



w^ 







^.'V 



) \ ' ' ' l't 



flov^' W j «• W h deiridlinia rij^ra, sono al solilo, >A-. 



(*) Su ili mi hn^tiritniU' Hhnullanco . . . , p»K- ^'^'^'^. 



a variabili alcuna dipendenti altre indipendenti. 15!) 



Quindi dovrà essere : 






X, = 

MI 



y [r, . . . r.| r/'i .r . . . . d'r X, d X,- ...d 

Ora la prima di (jiiostc rolazioiii è senza altro soddisfalla. Himiardo alla 
seconda abbiamo, pure iminedialamente: 

cosicché essa si ri<lii<*e a : 

Ma, come ha dimostrato il prof. Pascal (*), è: 



l'i « . . fp 



c{uiudi concludianìo : 

-V) 






c>ve, analojrainente a quanto ^ià si è detto, il simbolo N rappresenta l'espres- 
^^ione : 

r — ni j p\ (r — m - p — vÀ ir — ni -f i> — r, — • • — r^. _,\ 



r., 



• • • • 



rr-r^, f , ! pò ! 

1^ Pm piv essen<lo (|uei numeri altrove ^\à definiti. 



(*) Uk*. cit. 



m 



( 



ove m 



t60 Tognoli: Sulle forme differenziali 

Veneìì/lo ora a trattare di alcune identità relative ai simboli S***, incomin- 
ciamo da quelle (*) che si ottengono differenziando V compressione del differenr 
-ziale erresimo e jmragon^tn/lo coir espressione del differenziale (r — 1 )-esimo. Esse 
sono: 

per p = () . 

ì d?i{'''\^ =0 

Jì*"Jr 1 1 

lìer p = i; à. . ^ . = rf ;^. . . ; S\ ^ = r/ S) ' 

«('•^!>. . =-.'-_ ,s. S^.''^ . . dx. 
per /> = 2,..., w ( 

x</'+l^ . =^ s. bì""^. . . dx. 

]ì'"1p)pi-ì**0i ^ i p ^1* Ji'*')p-i )p^i'")f\-i ^f 

s(^^V). . = -JL.^s s^.'^ . • dx 

Queste identità si possono del resto ottenere immediatamente da quelle 
date dal prof. Pascal (**). 

Così per ottenere la prima del terzo gruppo, basta osservare che si può 
pone : 

J \*"JpJ p\-\";ìm Jl'"]p Jp^-ì'"Jm 

ove il primo fattore è del tipo dei S"* considerati dal prof. Pascal, e a<l esso 
sono applicabili le relazioni prima nominate, il secondo è formato in modo 
semplicissimo mediante soli ditì'erenziali primi. Avendosi allora: 

ed osservando che è identicamente : 

,lp>rl"*1m 



( 



ove m = 



. (*) CtV. Pascal, Introduzione . . . , pag. 349. 
(**) Loc. cil., pag. 349. 



102 Tognoli: Sulle forme differenziali 

alle jf di una f(jc), scritta nelle y, mediante le derivate della f stessa rispetto 
alle X, 

Avremo adunque : 



•' ^ "\ ( ■: ) '■'.- 






i^ \ V I '" \ V / Ji • • • 9 • • • J- \ 

— A . . -i ^ . l., _ ol -V/, -i,. Il I, 



*,'••*,. ^^ Jj ./,*"y,. Il, /, I (?*••• j/. > 'O' 

Si consideri ora una forma S «'iH^ derivate parziali di oidine r e del tipo 
speciale : 

e se ne cerchi la trasformata per la (fi), quando si irasfonnino le derivate. 
Avremo così una : 

/ .. V ., ^-f 

ove : 



(p- 0) 



*| ''p */3 Ui *;< 

_ i, V T 1 "* ir /7*. ....... /M 

Io dico che V espressione : 



Wl— 1 «=1/. ...!-/«♦,. ..7-, V /' ^ 



4- 2< -^0,-^. ^A-v 



a variabili akmie (Upen<ienU altre itulipemlenti. Uhi 



r invariante simìdUtneo della X e della S rispetto alla (fi). Infatti formala 
1 analoga espressione A' nelle y e nelle r,, sostituendo a queste le loro espres- 
sioni mediante le A' e le ; usando per queste ultime dejirli indici diversi onde 
evitare confusione, osservando ciie posto m - (x 4-p = p è identicamente: 

f u u r r tu hi u r m' m hi r ui m in 

y V V y = V y y V = y v v v = y v y v 

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ Jkd ^ ^ ééJ ^ ^ ÀA ^ 

11=3! ii^l IN =1 #«^l Mi:=l m =■! fi—m' o=l m=l u=:ni ji=:/i— m»+1 i»r=l »i<^l /;=! iiT^I f*^m' 

e tenendo presenti le identitiì del 11" tipo date al § -i, si trova A' = A. 

Si può anche supporre che nella 2 il primo somnìatorio vada da J ad s 
ove s<if: il A corrispondentemente modificato è ancora invariante simul- 
taneo delle due forme. 

Per p = m si ritrova quindi il risultato ottenuto dal prof. Pascal nella 
più volte citata Nota: Su di un invariante ., . 



..^ik>iT>\ 



..M "^ - 1 



Uì, 






_ rtnusriauo lii foriua 






r imlipeiHl^Hli. 
^ .* j dai t-lie X.. = -^ . 



• • 



• UE 



.uelia ora --r{-.a <i 
.recisaiueiiie «-ssa >i 



.^ uliiua >• !•*'»»>.'«»" 

>. .it. c.Misideraiv ii'iue 
... •v.-*.AL in *oiwpo»- 



a variabili alciuie dipendenti altre iìKlipcudenli l()5 

(lonza airaiiiiuUarsi di certi coefficeiiti A', e (luesto perchè nei termini rinianonli 
le à^p che si avrebbero nel caso di variabih tnlte dipendenti differiscono da 

<iuelie che si hanno nel nostro caso. Si potrebbe tntto al più osservare che 
oltre il caso di r = % è anche eccezionale in qnesto senso il caso di & = (); 
iìui non è di ciò che vogliamo qni occnparci. 

Interpretiindo la X**^ sotto il secondo ponto <li vista, la .V^'** = non 
|)iiò essere completamente inte<.aabile, non può cioè la X^'^' moltiplicata per 
un fattore [j, funzione di tutte le .r, ridursi a differenziale secondo di una 
l'unzione /"delle Xi,,.jì\, considerate come variabili dipendenti, senza che 
^iiano nulle anche quelle A" a due indici in cui uno almeno degli uidici su- 
peri k. Ciò che noi eschuiiamo. 

Considerando invece la A^'^' come del tipo dei nostri differenziah secondi, 
la X^^^ = () può essere completamente integrabile, e le condizioni di completa 
integrabilità sono: 



A'.. {{kj))-X,({ij)) = () 



h h^k \ \ (1) 

; qualunque 

i^k \ [ (^1) 



X. li ;• l] + X., Hi /,) - A-, ((» 0) = ( . ,- ualuaque ) 



AMfo; il = A\, (di)) - A\, ((U)) 
inanteneiido i simboli: 



h, j>k \ ] (:j) 

l qualunque 



«"■"=■1 ^•^■- !'>'!= If- li" 

introdotti dal prof. Fiascai. (*). 

Noi ci asteniamo dall'addentrarci nei dettagli della dimostrazione, come 
del resto faremo sempre in questa seconda parte che sarà più che altro ima 
raccolta di risultati. Così pnre ommettiamo le altre forme che si possono 
dare alle condizioni di integrabilità. 

Mostreremo pmttoslo come le (1), (4), (.*}) comprendono come cani particolari 
le condizioni date dal prof. Pascal, nella Memoria nei Math. Annalen (**) per 



(*) E. Pascal, Introduzione aliti teoria in varianti va delle equazimii differenziali di lf.<* or- 
dine. Annali di Matematica. ('^). 7. (1901). 

(**) E. Pascal, Grundlaffen fìir e ine Theorip. der Hy sterne totaler Differential{fleichunyen 
2, tee- Orflnunu, Math. Ann., fW. 54. 



t^ IL. 



!(>(> Tognoti: Sulle forme differenziali 



il €<iso di ìina sola variabile dipemlenle^ e nella già citata Memoria degli Annali 
di Matematica per il caso di variabili tutte dipendenti. 

Nella Memoria dei Math. Ann, si considerano sistemi formati da equa- 
zioni differenziali di Il.° ordine in cui le variabili dipendenti ^soiio tante 
([uante le equazioni : le equazioni stesse sono risolute rispetto ai differen- 
ziali secondi di queste variabili. Quando il sistema si riduce ad una sola 
equazione, le condizioni ivi contenute si riducono a : 

J^ - ^/^;' + ^^'- ^^J - A'./ -V- = ^ (h ft, « = 1 ,..., n) (4) 

(salvo opportuni cambiamenti di lettere: si è supposta poi l'equazione risolta 
rispetto a rf'u:^). Ora se k= l noi vediamo appunto che le (1) cessano di 
aver sij^^niticato, le (^2) valj^ono solo per i=l e diventano: 

le (3) valgono tutte e vanno scritte (essendo A, =^ I): 



d Xj^j _ d X,,, 
d Xj d Xj 



-|- Aj; A;,/ - A,/ A^; U 



por A=^,.--9 ^*^ J) l qualunque purché non entraml)e uguali ad 1. Nell'in- 
sienie abbiamo dunque le (4). 

Le condizioni poi della Memoria negli Anmili di Matematica sono in so- 
stanza le (1) e ("ì) estese a tutti i valori 1, n delle lettere. 

Ora appunto per k=n le (I) e (^2) devono essere estese in (luesto modo, 
mentre le («J) cessano di aver significato. 



fja Irasfonnazione della A'^* in un'altra del medesimo tipo in certe nuove 
variabili // va inlesa in due modi differenti secondo il punto di vista sotto cui 
si considera la A*"*' stessa. 

Se la A'"* si considera del tipo dei nostri differenziali totali, allora la sua 
trasformazione va intesa nel modo già detto in generale per la X"'\ Dette 
(,(/i....(/a) 1^ nuove variabili dipendenti, (/A:,...//.) le indipendenti, la tras- 
formazione di variabili da usarsi è sempre la (p) considerata al § 3. 

Se la A*"' si considenv nelV altro modo^ cioè come caso particolare di 
un'analoga forma a varia])ili dipendenti, per trasformarla in un'altra dello 



a variabili alcuìw dij^endenti altre indipendenH. 
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stesso tipo nelle variabili ifi...*/^ ancora tutte dipendenti, non possiaiiìo in- 
tanto ricorrere alla trasfornìazione generale : 



(eolla solita condizione per Tjacobiano), poiché l'essere nulle le A', per />A 
non è proprietà invariantiva rispetto ad una trasformazione g:eneral(» di va- 
rial)ili. Perchè nella trasformata inauchiiw le Y, per r>>A\ la trasforniazioììc 
piii geìterale di Cìii posfiiamo fare uno è la (a) pure definita al ,^' H, 

he foriìioh* che esprimono i nnori coefficienti Y mediante i primitivi X 
sono rispettivamente : 



Ij* caso) 



y 



V., = 



y , = 



v..= 



là ' ' dìjr 






» j" 



\ >'- = 



1 i, J!. dxjx, 

1 ^; " ., dx^dxj 

i^+i;=Jtr "' 'à !f. di/. 



1 y i^ y dx.dxj 
"1 iJif+^k "^y.^!,.■ 



[ 



N 



-1 ìJ^M'' 






(r !^ A- 



(r, .V:^A- 






'*• > A- 

,1 ^k 



ir, « > A; 



7f." raso) ' 



V. = 



> . . = 



( >',.= 



y.. = 



Y.. = 



'■ fjt 



^' ^- r " " ? r. Ti r 

ià " '3 //, ij. M i=i ' " d //, d y, 

^i ,É ,=1^. • " d'y.. dyr -i ,=tj.i ySl "■ a »/, d y,. 
1 ^, ^!. ., dx^dx, 1 ^ ^, y a.»-,3ir, 



(r^k 

(r, s-^h 

ir -^ li 
U>A- 

r>k 
s^k 



i 



(r, .y>fr. 
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§ 7. 



Afxi:nk photmuktA urlativi: allk fohmk considerate 

nel pakacjkafo precedente. 

Vogliamo ora dare airune proprietà delia forma X^*^ considerata noiruno 
o Dell'altro dei modi delti. Al solilo ci limiteremo a dare i risultati, 
a). U eapressìone : 

k u n 

A ^^^ Za a,- ^,- — f - ^ yà A.,j ^,j 

è inrariatite simultaneo (iella forma: 

1=1 Si j=i 

e della forma alle derivate jjarziali: 

rispetto alla tra sforma siane di variabili (fi). 
Così pure, rispetto alla (p), la espressione: 



i-1 isTfi >==rf-i 



è invariante simultatieo della solita forma X^"*' e della forma alle derivate 
parziali : 

-'=\ ^ IL ^ X y X JV_ 

^ éi ^' a ^. / Jfi > J+i "" 8 a?.- a ^y 

Le proprietà ora dette sono caso particolare di (fuelle trovate nel ca.so 
generale per le A'"* considerate sempre sotto il nostro punto di vista. 
6). L'espressione: 

k n n 

A y V r _i y y V ? 



n nirifihili alctntr ilipvufìi'iifi fillrr iitfìipcHdrttfi. ÌW 



i' iuniriduh' simttlfaifro firiht X" r fiolhi f'omtff (jenrrale nllr (Ivrirafr par- 
zifili ili 11.^ nnliitr : 






V ^ 



ris/H'ffn fiìlfi frftsf'onHftzioìtr di rfirinhili (a). 

La diiiKistra/jonc r farilissiiiia: (»ssa si fonda sulle i<l(Mitilà, i-(»lativ(' alla 
IrasfoniKizioiK» (a): 

/ . Iì^ d r, d II \ \ s(» / ^ n 

».rT+i ^/A ?•''.. H) se / /( 

La |)i()|MÌ(»là Ola os|)osta (/;) r (in rs(Mn|)io di |)n)|)n(»tà diinosliat*' dal 
|)rof. Pascal \wv il (*aso di variabili dipcntlciiti e che si iìiaiilen}4:ono aiiclic» 
nH caso che siano nnlU* W X {i>k) |)iirchc. irì corrispondenza si sostituisca 
alla trasfbrinazioiH»: 

•''. ^ .^ (//. . .. //J (/ = 1 ,...: u) 

la speciale trasfonnazioiH» (a) |>in volte» considerata. .(Ili (^selì!pii si |)ossono 
inolti|)licare: cosi ha hio}i:o la |)roprietiì dimostrata dal prof*. Pas<:ai. nella 
Nota : ììi teorema nelht ieor'ui htrnriaìffha . . . (*). 
Kssa assnnu» la forma : 
e) Per la .speeiaìe Inu^formazione ili niriahUi (a) soìto inrarirnifi le eri- 
rnfferisficife fli nlcHne malriri {snlln determiuazione delle quali pet^ hrerità non 



(*) Hpihì. fsf. Lomh. {^1). ;Ji.. \y,\^. USO. 

Aitìtali (fi Mafemafira, Serie ili, Tonio XIII. i>^ 
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ToffiHfli: Snlle fonile ilìffevenziaìi 



vi fvriin'i'niio) voiifeiiiife nella iitdiriro htlale : 
(I A'. . . . A', (I 

A', (I, h ... (LA) (K /; - 1) 



X, (h\ 1) 



(A-, k) {h\ /i -- I) 

. (A- 1, A) (A' 1, A' I) 




A. 



{II. Il 
' 1 P 



(IL k) 
I I. Ai 



{) 
I I, A' I ì 



(» |A- - I. Il 



! A-. A- 1 



I /■•, /.• I ! 



lA- 



1.A-! !/;-- I, ì; • 1 | 



(» t ». Il 



! ». A- ì I H, A' lì 
ajk) (/../, A I) 





(I, ») 



. . (fi, ti) 
. . (ft ; 1, ») 








ì cui cìeiHf'hH Kouft foniiafi Hictìitnilc ì cor/fich'iiti X tirila forma A''"' e preci 
uà melile è : 



\ 



.... 3 A', d A; 



. , _ a A-, d A, _ , 

' •'J"?..-, f).r,. 



(//)-= 



('■ / ) 



8 A.. 

d .r, 





«/ 



t '■ ./ ì - ? '^' - --J -V 






r .r, 



« / 



I '■ ./ ì = 



{/.//') = 



C-r. 



iX 



i * I i 



- :> A 



»./ 



\ 



d A,; _ 3 A,.* _ d A,,, g- A\ 
dj'i, d-r, d J\ c.i\c.i\ 



, , _ 3 A',, d X,-,, _ a A,* 



\ Il ^k\ Il > A\ 



Questi oioinouti non sono jiltro che (inelli considerati dal prof. Pascal 
e diMiotati rojrli stessi simboli (*), modificati, in i)arte, in eonispondenza al- 
ramnillarsi di alrnn(» delU» A ad un solo indice». 



(*) Salvo prr il siiiiholo a trt' indici [irr mi alihinnio ttMìuto conto (lolla nicMlitìca/ionr 
portata (lalTAntorc stesso ikm suoi lavori posteriori a quello ora citato. 



<i nirinhili ahimè dipendenti altre inflipendenli. 
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Li) (liniost razione si può coiKlurre parallolameiite a (|uella data dal 
prof. Pascal: i calcoli si presentano però più laboriosi. 

Da ultinìo vogliamo accennare a<l una ricerca che si riferisce alla A''"* 
consi<lerata del ti|)o dei nostri differenziali totali di U.^ ordine, il problema 
di riduzione di Pfaff. 

d) Ci proponiamo cioè di tra.s forma re In A''"' n^*l itrodofto di un fattore 
f finito conteìi^nte tutte le rarialjìli, per una nuora forum differenziale conle- 
ti^tUe una variabile di uietw. Dobbiamo distinnuerv due ea.si sevon^lo che la 
rariabile che vogliamo venga a mancare è un^t delle dipendenti (//,... //a), o 
una delk indipendenti (//*.,.. .y/J. 

/." caso). Volendo che manchi p(»r (^scMupio la //;, devono i coetìicienti 
y della trasformata essere tali, che siano soddisfatte le reflazioni (*): 



\ 
I 



>; = o: 
1 dì\ 



p; 



1 dV.^ 



j 
\ 



(r = 1,..., n) 

I / , «v — I ^ . . . . /« 
1 /, = 1 . . . A 



1, /. 1,..., n\ 
1 ) 



Tenendo presenti le espressioni j^ià trovate per le V, si può allora di- 
mostrare che: affinchè la riduzione sia possibile è necessario e sufficiente che 
sia^k In caratteristica della matrice dei coefficienti del sistema di equazioni: 



{) = 






pX,= ^(ji) 



/^i d fh 



? ^\'/ 



1=x Ih 



= 



? ^Ki = 






''dm 



hhji)^."^' 

Off, 



iéì 



(j^ii) 



(j^h) 



ii>i<) 



(//,;= l,...,u) 



(1) 



da\ 



r. 



lineari ed omogenee nelle k ^ 1 incognite ?, ■^-- tt^ • 

Il procedimento poi |)ei- procedere alla effettiva riduzione, supposta sod- 
disfatta la condizione ora detta, è analoj^o a ([nello indicato dal |)rof. Pascal 



(*) Cfr. E. Pascai., / problemi di ridusitme di VvxYv e dì .Jacobi noi c(uso (H 11/' oi'dine, 
Hend. Are. Lincei. (5). xii. (IINKJ). 
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nella Nola ritala. Se s, ;,,..., li è una soluzione del sistema (1) si fornii IV- 
quazione alle derivate parziali: 



1=1 



" d X. 



e se ne Inivino A* -I inlej.nali indipendenti //,,..., //a.,. Presa infine una 
nuova funzione t/j, delle .r, arbitraria purché indipendente dalle //,,.••? l/ii^ 
avremo nelle: 

//, = funzioni lineari arbitrarie! di U\.,, , .jcj; i>h ) 

tutte le tmsforniazioni che risolvono il problema. 

IL" cam). Volendo invece che manchi una variabile indipendente, per 
esempio la //.., il sistema da considerarsi, analojro al sistema (1) del caso 
precedente, è: 

0= V X,, P^^' (i=l,..., n) 



V 1^ 






?A',.= 2 V^' — V--' -V^ u' {*./'=i,...,»o 



\ 



Nelle formule poi che dà imo la risoluzione effettiva del problema risul- 
tano arbitrarie le (Jì(j-) per i-^k, ed è facile vedere come vadano prese le 
altre nU'): sempre |>erò |)urchè |)ossano coesistere le (1). 



Sistemi di kqiazioxi ai diffkrknziali m'otali dì 11.« ordine. 

\In sistema di m delh» nostre e(|uazioMÌ ai differenziali totali di IL<> or 
dine assume la t'orma: 



n H n 



V a;. , <ì- .V, : 21 21 -^ ^ V ^' •'*' ^' •'*/ = ^ ^ ( r = 1 , . . . , èn) 



.=^-1-1 /»=! j=\ 



n raridhili fdcHUf fliftcuflruti (ilfrr ìiKliitrètdntfl. 



ÌTÌ 



({iiaiido si assuiìiaiK» collie variabili iiidipeiuloiili le j\ ....r^. conio (li|)eii(leiiti 
le Ji\ i...J\.: ciò elle noi supporremo |)er facilitare il confronto coi risultati 
otteiuiti dal |)rof. r.\s<:.\L nelle due citate» Memorie dejrli Antiali di Materna' 
fica e dei Math. Aiinnleu. 

(a limiteremo a studiare un tale sistema nell'ipotesi che sia n - ^m. 
e sia inolln» non nullo un minore di ordine m della matrice eielle A' a elue in- 

\ V 

elie-i. Se per esempio è diverse) eia zero il minore: 1 il si- 

V V 

slema si pue*) scriveie: 



d\r 



il HI 



n II 



1.1 I 



«=F-1 /r=l rrrl 



r/-' .r 



H'-'ìii 



21 '^V.- ^'"' •''. 



Il n 



A„. ... d X.. dj\ =0 



/ 



(1) 



e)ve le A sono certe* nue>ve» fun/je>ni di tutte» le» ./•, e'he su|)poniame) se>elelisfa- 
ceMiti alle e*emeli//ie)ni A',. ,., = A,,,,, . 

Noi e*i riteiireMue) sempre alla torma (1). Vw tale sistema si elirà coin- 
jfletanieidc iidr(jr(d)ile eiuanele) esiste)ne) m sistemi line»aiinente inelipenelenti eli 
fun'/ie>ni w., eMl nt fuuzie)ui ^» tali e-he si abbia: 



\ 



'j 



d o 



9» Ut ■ t 






m 






( r = 1 ni) 



(z= h - I , . . . , H — m) 



(/f, 6 = 1,..., n). 



Sussisterà une) alle)ra le i-elazie)ni: 



Y V 



; (/ = 1 ,..., ih: /f = 1 u) 



1 y- -v, 



A' 



d 



i-i) 



- in: n= 1,..., h) (."{) 

■! „ ',-=1 ' <:.»,' ,=1 



n 
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Uell(* (4) però, alcune e piecisiuneiite quelle in eui ir'^h: #i. r= 1 n 

e (|ueile in cui n. r'^k e //* = 1 u sono consei^uenza di quelle dei due 

primi gruppi (^) e {-i). 

Vediamo ora quali condizioni per le A' derivino dalle d)^ i-i). (4k L#e (-{) 
intanto, tenendo conto delle {^) diventano: 



r=il L ^ •* •• *»=1 J 



1 


.. H 


il- 1 


n 



in) 



Queste si possono considerare come // {h — tu — /;} equazioni lineari onio- 
«jcenee nelle [a. Se il sistema è completamente inte^rrabile. esistono w sistemi 
di {a: scrivendo allora quelle m delle relazioni |)recedenti die si hanno per 
un sistema fisso di valori di p ed ?/, mettendo ogni volta al posto delle :x uno 
dei sistemi ora nominati, si conclude che devono in corrispondenza essere 
nulle le quantità in parentesi quadra. 

Variando poi s, n abbiamo in sostanza le condizioni: 

((f, if, r)) = <> {z = k — l // — m: n = 1 t9) (ó) 

mantenendo il simbolo usato dal prof. Pascal nella Memoria citata: 

(io n r\\=^—-^<— V - V V V 



Altre condizioni ci si presentano come necessarie, applicando alle (4) il 
procedimento indicato dal prof. Pascal nella Memoria dei Math. Anmilen, 

Senza entrare in dettiigli osseneremo che ci si riduce in sostanza a 
trovare le condizioni di completai integrabilità del sistema: 

m n 

ma. come si sa dalla teoria delle e(|uazioni differenziali di 1.** ordine, esse 
condizioni sono date da: 

t.. Vr — l'\ y.. = (", <' = 1 , n) 



a 



tu 



ove: I F„ = ;^ Y 

\ ^'„ f^i 



tu 



V • V 



d 



r=l J ^ .W . 

ì III m 1 



a variabili air une (lipendenti altre indipenxìenU. 
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Quindi il) definitiva abbiamo le coikIìzìodì: 



n, r, n m • /, r 



= 



/^ r -= ì , n 

f, r = 1 nt 



(<5) 



avendo inuiitonuto il siniliolo: 



[ 



?i, r, ir, r 






ax.. 



2u-. 



la >> |#< •-»,»• 



.V 



A' 



r,>i -M» ' f. 



V 



Alle (5) e ((5), tenen^lo conto delle indipen^lenti fra le (4), dobbiamo w^- 



f^iungere le 



[m, r, ir, r] = 



(7) 



ove ìv e<l almeno uno de^li inalici ii, r non superano A:. 

Le analoghe condizioni che si avrebbero considerando quelle (4) che 
sono conseguenza delle (^), (^J), sono conseguenza delle condizioni trovate, 
conìe era a prevedersi e come si vede subito tenendo conto della relazione 
i<lentica : 

[w, r, n\ r\ -f- [?', n\ u, r] ~ \w, n, r, /•] = 0. 

Le condizioni (5), ((>), (7) trovate finora come necessarie sono poi anche 
sufTicienti. 

La dimostrazione, in tutto analoga a quella data dal prof. Pascal per 
il caso di tutte variabili dipendenti, si fonda sopra la considerazione del 
sistema (a) che risulta completamente integrabile (piando sono soddisfatte 
le (()): si fa allora vedere che agli in sistemi di p. che lo soddisfano, corri- 
spondono IH funzioni 9 integrali del nostro sistema. Precisamente ([ueste 
funzioni 9 ci appaiono dapprima come iiìtegrali del sistema di ecfuazioni 
lineari ai ditterenziali totali di l.° oidine: 



n—M 



(I ./'.. — 



»l - IH • • I 



2é T'ii *^P 



= 



M— MI 






(I X.. — >: A\i ^dxa=^^) 



(cb(* è completam(Mit(» integrabih» (|uando sono so<ldisfatte le» (5)) sono 
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adunque tali che: 



w.. 



89 
d X 

V V _ ^? 

- Z^ (>v A,, - g ^.^ 



(i = 1 , . . . , m) 



(p = - 1 , . .., H— m). 



Ma tenendo conto delle (2), (.*>), che sono soddisfatte poiché sono per 
ipotesi verificate le (5), (0), e delle (4) cui si risale dalle (7), abbiamo poi 
anche: 



MI 



9 



Ji'"'-^-" dxj.v^ 



(/(, r = 1 ,..., n) 



e quindi il sistema dato (1) è completamente integrabile 



Dalle condizioni così trovate in «renerale possono discendere quelle per 
i due casi considerati dal prof. Pascal. 

/.' Sia h = {). Allora le (0) diventano: 

((/ j r)) =0 (/ = 1 ,..., èì. — tu; j = i ,.•• w) 

le (7) perdono sijrnifìcato, le ((>) restano inalterate. Si ritrovano così le due 
serie di condizioni date dal prof. Pascal nella più volte citala Memoria degli 
Anmdi di Materna fica. 

II.") Sia k = u—iu. Allora W (ó) perdono significato, le (0) restano 
inalterate ed insieme colle (7) 



[/, ;, //, r] = ove ora /, /= l,-., 'K li= 1*.... ^' 



ni 



si hanno proprio le condizioni trovate dal suddetto Autore nella Memoria 
nei Màfif. Aìnialpu. 
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Sopra una nuova categorìa di soluzioni perìo- 
diche nel problema dei tre corpi. 



(Di G. Pavanini, a Padova.) 



Consideriamo quel notevole caso particolare del problema dei tre corpi, 
in cui una delle tre masse, che chiameremo P, è trascurabile e non influisco 
quindi sul molo delle altre due iSi , S^, Allora Si ed S^ sono dotate d'un 
molo kepleriano. 

I tipi finora studiati di soluzioni periodiche sono : 
l.<> Soluzioni piane (di Hill e Gharlier) che hanno luogo vicino alle 
posizioni d'equilibrio relativo di P rispetto ai due centri mobili Sj, S^, 
Queste soluzioni esistono per qualsiasi valore delle masse di S^ ed Sj. 
2.<> Soluzioni vicine alle posizioni singolari 5, , S, . 
3.® Soluzioni messe in luce da Poincaré, che hanno un grado di ge- 
neralità di molto superiore alle precedenti, ma di cui si può rigorosamente 
dimostrare l'esistenza solo per valori abbastanza piccoli di una delle due 
masse finite (ad esempio di quella di 6^) rispetto all'altra. Il Poincaré si 
riferisce alle variabili kepleriane di P rispetto al centro di massa finita S, . 
Egli è così condotto a distinguere tre specie di soluzioni periodiche : per 
quelle della prima specie le inclinazioni sono nulle e le eccentricità picco- 
hssime; per quelle della seconda specie le inclinazioni sono nulle e le ec- 
centricità finite; infine, per quelle di terza specie, le incHnazioni non sono 
più nuUe. 

Le soluzioni del primo tipo (cioè quelle che hanno luogo nell'intorno 
di una posizione di equilibrio) sono intimamente legcate (almeno quando si 
consideri la massa di S^ abbastanza piccola) alle soluzioni di seconda specie 
di Poincaré. 

Quelle del secondo tipo hanno interesse puramente analitico e non sem- 
brano suscettibili di apphcazioni astronomiche perchè i corpi celesti non 
sono punti materiali e la rappresentiizione matematica cessa di essere at- 
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!>*•** P i -^'l'f './9.K S'i-p-r-i «•i»»J *^;ri '!»5.'W»;»*>J 



t-fZi'.:!. tfr' ».!• '-ruiif!»; >^ ■.."..•=• 'iStanzr '^'Jrr.dori'"* atl 'ii^^jJtto di un certo 

rt-r-'rf.!«'.» •:>• ".H-r.'i.'/.ri!"».' i^ì:*^ ^'r^.'jIbLli ac^C'ii':'ii2Ì*.<Ll r*>i^iairiO asserire 
-n»» 1-- ? »:*:U''r. -*^r »:»^—k :a Po:?j^' asI '-órripren'i':»!.*- ^^^ noci aitn> qualità- 

'. •v^.»:i**". >'— i >:^*^:'.> Mrn.oria è [rivr* e »ii pr'"ir»r r^> Latenza di una 
';i;;*-i" »-;i : *•'.• ./.•",;. •■»^': '.••l.'-r.^r. i^rfi*^ rii^tinU if-e^r ►[u.i'itf.» nienv» ampia e 
ii»**tj' !!:••••-<• > :à '. ,'=rL.- -'.ii'l:.it»^- tlfiO ari «..r^'L. MI o: >ri^v» i-ir^è «li iiio- 
*?.-!•* "•,»!' '«t. - . .'.-' -«.. .'/.»:.. pj^rio^l.'.he L«>ri p:àr.»r Qr-Li'if-x.e^: t-he le «lue 
nii>r*^ ' - .' , - -•: r. i;rf-r;.v:arjO po«:o fra i«.»ro. 

.-'.<-:;>■'-.'. : .r*-*.^ '^i:-^ rfi<i.-.-f- ri.sp^fttivamt^nte cor. -^ — ^ e^J -j- — a e 

",-,''..;:'. .'.-r - ' r^'i'.r.o »ir.i'forf::ernerite attorno al l«>ro comune centro 
n. /•-> '-^ </ ' .'.'^ : .^*^Xi li f/ii] -f-rrifilice compatibile con la le;^^ di Newton». 
iy,^ ? <^- r, - ; . .ó^'-ir.o ro^^ tari temente in un piano ^, 

-,* , : .', '^-^.'z;-* v^ 1 ^v*-'^^ particolare in cui le due ma>se finite sono 
*</ ^.,., '. ' ., '^^*!r ^ 0; -iuppon^fo inoltre che P si trovi inizialmente sidla 
f^r;>;^/; v,^,-*- ^^y/'^. j^^-r O al piano ^, e che abbia la sua velocità ini- 
zm> 'i.r*-*.*-» *^rr,ryJo ''j'iifr-.ta perpendicolare. In questa ipotesi riconosco con 
Ur...^A f-^i ^ ,i /'or/^ruito della prima parte della presente Memoria — 
f^t.^. q ,Af,rìr, *\ :;rf.iMf*o convenientemente i valori deirenergia totale E. il 
rr*o^/* fU /' av ;erie Irin^o la .sopradetta perpendicolare fra due limiti siuime- 
fr:Ci t\<^pf-^.u, 7%\ centro di jfravità, limiti che sono nulli per £'= — ì e ten- 
fUpfif, ;jU ir»fif»ifo qrjando E tende a 0. Così ci troviamo in presenza di un 
tuh^h f\ii'. h del tipo di que^di armonici. 

Semplici rfffir*,UU'V,ìyÀ()tìi sull'equazioni del movimento mostrano che il 
rooto di /' e periodico. L'integrazione effettiva permette poi di constatare 
una doppia periridicità e fornisce il valore, particolarmente importante per 
d x^'^fuito della ricerca, del periodo reale T. 

Nella H.econda i>arfe passo a considerare il moto di P quando le due 
niHH'j'. di /S', e di A', non sono più eguali, quando cioè fx è diverso da 0. In 
qncHU; caHo, mi domando, esistono soluzioni periodiche vicine alle osciHa- 
/ioni rettilinee teste accennale, cioè corrispondenti all'ipotesi di u = Of I 
rirtidlati, a cui itìuini^o, equivalgono ad una risposta affermativa alla que- 
stione propostami. 

Ki^orofuimente posso dimostrare l'esistenza di tali soluzioni quando sup- 
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con t positivo e suffìcentemente piccolo, e p. poco diverso da 0. Più specifi- 
catamente, poiché, come già accenammo, quando j/. = ed E = — 2 il centro 
di gravità del sistema iS, , Sj è una posizione d'equilibrio stabile per P, ne 
segue che alle soluzioni periodiche delle quali posso provare con tutto ri- 
gore l'esistenza, corrispondono delle orbite chiuse che di poco s'allontanano 
dal centro di gravità 0. 

Nelle classiche ricerche di Poincaré si presenta la circostanza favore- 
vole che si sa integrare il sistema di equazioni differenziali per iw = 0, co- 
sicché, trovato che per questo valore di [/. esistono delle soluzioni periodiche, 
la dimostrazione dell'esistenza di tali soluzioni anche per fx diverso da 0, 
non richiede che una semplice verifica materiale. Nel mio caso invece le 
equazioni del moto non sono integrabili per u. = 0, e quindi per raggiun- 
gere il mio scopo devo ricorrere a speciali aitifìci. 

Arrivo così a mettere in evidenza una duplice infinità di soluzioni pe- 
riodiche. 

Il problema che mi sono proposto di trattare non é puramente teorica), 
ma esso trova la sua applicazione nel caso, considerato in Astronomia, delle 
stelle doppie. 

Effettivamente, si considerino due cori)i celesti (stelle) di masse pressoché 
eguali e si supponga che essi esercitino la loro «azione attrattiva su un aste- 
roide, sul quale non agiscano forze ulteriori. Si supponga ancora che questo 
asteroide si trovi iniziahnente poco discosto dalla perpendicolare condotta 
per il centro di gravità del sistema delle due stelle al loro piano del movi- 
mento, ed allora saremo condotti al caso da noi trattato. 



Equazioni del moto. 



l. Due corpi (stelle) S^ ed So, di masse m^, m.^ rispettivemente eguali 

l 1 

ad -^ — [j., r^- + y. ruotano uniformemente attorno al loro comune centro di 

gravità (moto questo il più semplice compatibile con la legge di Newton). 
Così Si ed iSj si muovono costantemente in un piano w. La distanza costante 

Si Sj l'assumeremo quale unità di lunghezza, e disporremo dell'unità di tempo 
in modo che la costante di Gauss risulti eguale aU'unità: ne segue allora 
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Assunti nel modo detto il sistema di assi mobili e ricordando che nel 
nostro caso il moto medio è eguale all'unità, dal teorema di Coriolis si ha 
che le componenti dell'accelerazione assoluta del moto di P sono date dalle 
seguenti espressioni : 

df^ ^ dt ^' 

■dì-^^di-y^ 

d^z 

dt* ' 

Le equazioni del moto risultano dall'eguagliare l'accelerazione assoluta 
alla forza unitaria ; nel problema proposto saranno adunque : 



d' 05 ^dy 

dt' ^ dt 


ox 


d'y ^dx 

dt' "^^^ dt 


dy-^y^ 


d'z 


dU 


dt' 


dz 



\ 



(1) 
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PARTE PRIMA 



2. Cominciamo dal considerare il caso nel quale p. = e quindi 



nii = m^ = 



1 

2" 



os, = os,. 

Supponiamo inoltre che il mobile P si trovi inizialmente sull'asse z e 
che secondo quest'asse sia diretta la sua velocità iniziale. Le attrazioni eser- 
citate da Siy Sj ammettono perciò una risultante pur essa costantemente di- 
retta secondo l'asse z. 

Il moto di P sarà quindi definito in questo caso dalle equazioni 



dove 



essendo 



Avremo dunque 



x — y 


-0, 


„ dU 
dz 


U — 


1 

» 

r 


ri — r,— 


\/i+'- 


Sz 

Z — - ■ 3 • 


(\ 


1 h -.8\'^ 



Posto 



si ha 
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I valori «lelfener^ia totale che noi considereremo d'ora in avanti (e lo 
diriamo una volta per sempre» saranno solamente quelli che soddisfano alla 
relazione 

— i<f <0, 



perchè solo in «pie>to •?as<i il moto presenta effettivo interesse. 

k Vi^liiiiiio jra ii -tu«iiar»* il fardttt*re del moto di P lungo Tasse z 
rompr»*>4i rni «iue 'imiti -immetniri rspetto dll\>ri;^ne r, e — z^. Proveremo 
l'he «[ue^to jioto - penoiiiiro e ae 'ietennineremo nello stesso tempo anche 
il pen«Hto. 

A uiie S4.*t>po pf)niam«) 

^ .-. = P - l E, (3) 



Oli auch*^ 

IP- Ie) 

ilio deri\uta rapporto a / da: 

1 dp j. , 



t'^ 6 



J-) 



iluUtt «(Uiikl«fv tett«»i»K> couto anche della (2), 



!<» 



:;,Tq;7TT;'''''-*'"*''^' 



^VH> 



M'-' i«)"|' H ^•)'||-*f"+»- 



SV^I iUUUv^ 



;ir "i*" i«)'\/*'''-(*+8«')''-I^O'-*)- 
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Lo studio del moto si fa nel modo migliore introducendo una variabile 
ausiliaria definita dall'equazione differenziale 



dove 



dp j—^ 



Da questa posizione risulta che la p si può risguardare come la fun- 
zione ellittica di Wkirstrass, gl'invarianti della quale sono g^ e g^. Perciò p 
è funzione doppiamente periodica di u. 

È noto die la determinazione dei suoi periodi 2w e 2w' è sempre pos- 
sibile eccettuato allora che il determinante 

è nullo, caso limite nel quale la funzione ellittica degenera in funzione cir- 
colare od iperbolica. 

Fra poco prenderemo in esame questo caso. Ora osserviamo invece che 
le radici dell'equazione 

disposte per ordine di grandezza sono : 

e, = l-J.£, e,= jA\ e,= -(l+V£J: 

quindi, per valori reali di E (soli valori da noi considerati), esse pure sono 
reali, perciò A dev'essere sempre positivo. 

In queste condizioni i due periodi sono l'uno reale l'altro puramente 
immaginario, determinati dalle formule 

+00 • -foo 

d p 



J \ ^p' — g,p — g^ * J \ 



^P^ — yi^p — 0^ 



Notiamo ancora come i valori di /> deliiu'ti dalla (3) sono compresi fra 
Ca ed e, poiché dovendo essere 



_.4^^ + A/?j + i2i?^0, 
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sarà : 

inoltre p assume il suo valore minimo quando z = 0, ed allora dalla (H) 

perciò 

e^^p^e^. 

Segue da questa relazione e ponendo mente ai valori di p nel paralle- 
logramma dei periodi, che 

essendo ; una variabile reale. Questa conclusione ci servirà fra poco in una 
importante Osserva zioìie. 

Prescindiamo ora dai limiti fra i quali sono compresi i valori di p e 
dalla forma della variabile u : teniamo solo presente che possiamo conside- 
rare la p come la funzione del Wkiiisthass di cui sono assegnati gl'inva- 
rianti. Poiché p è allora doppiamente periodica rispetto ad u, la (-i) sta a 
dire che anche z gode della medesima proprietà considerata quale funzione 
imphcitii di a. Vediamo come si possa dedurre da (piesto fatto che s è fun- 
zione periodica, anzi doppiamente periodica, del tem|)0. 

Essendo 

dp 

dt 
si ha 



j' = i2(i) + lAyN4i/ -(/,/>-(/,, 



così il tempo si può ritencTC funzione di ti e perciò, integrando l'ultima re- 
lazione scritti rispetto a questa variabile, abbiamo 



2<= -_" * - +C'. (4) 




Per determinare (juesto inte<rrale iiitrodurreitio un'argomento r che sod- 
disfi alla relazione 

' r 
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Sappiamo che nel parallelo^naniina dei periodi vi sono due valori di v 
per i quali la p assume un valore determinato, che corrispondono a valori 
di p ej^mali e di sejrno opposto. Ricordando che 



( 



y^ = 4 (p — e,) ip — e,) (i> - e,), 



per p= ~ -, E, essen<lo ancora — . E= — . Co avremo 



a'=H-?-»': 




V 2 11 v>'*> 




2 -e.. -2 -e,| = 



daUa quale 



Per quanto osservammo ora, si può assumere tanto p't^^-^\ Oe* come 

p' v = — V G Ca e ne risulterà in ojrni caso un determinato argomento v tale che 

1 
per pv=: — u ^' Se noi però ci limitiamo a considerare il parallelogrammo 

0, 0), 0) + 0)', vediamo che v deve essere compreso fra cd ed w + w', essendo 

p 0) = e, , 1> (w + w') = e, , più' = e^ 



ed 






Questa limitazione corrisponde all'assumere p v = + \ Ge^ poiché fra « 
ed a> + a>' p' t? è sempre positivo. 

Una volta assunto questo valore bene precisato di t;, ricordando dalla 
teoria delle funzioni ellittiche che 

\ = .}-Jr(u-v)-ì:{u-\-v) + ^lv\, 

pu — pv jp V I \ . / I ^ j 

derivando questa relazione rapporto a v, ricaviamo la formula 
coU'aiuto della quale possiamo subito integrare la (4). 
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Avremo cioè 







= l- 1 K- (log ^"-^' "-! - 2 ». X.v\~X. (« 4- r) _!;(„_„)_ 2 u p r | + C. 



Poiché 



?: (ti - '^) + ?: (li + •^) = — ^— — + 2 u , 

^ pu — pv 



l'espressione di t in funzione di u sarà 



2 , ^ -.!_ I <!' (lo. '^-j" +i'^ - 2 «r .) - -^>— _ 2 1: « I + 1 u + a 

p V I p t? \ ^ <s (a — v) 1 p n — pv \ o 

Quando si aumenta u del suo periodo 2(o chiamando T il corrispon- 
dente aumento di <, avremo 

2T==4-|^-[loge^--4<.>:.l-4J + -J. 

cioè 

T = -,, - V r, v -- co ; tO — •'ì + -..- 

p V \ p V ì o 

dove Yi = ?[ co. 

Dunque ad un aumento di u corrispondente al suo periodo reale, t au- 
menta di una quantità costante, poiché T non dipende da u. Ma abbiamo 
già osservato che z è funzione periodica di u, quindi l'intervallo di tempo 
necessario perchè z riprenda un suo valore al variare di ti è costante, cioè 
z è funzione periodica di ^ e T ne è il suo periodo. 

Risultati analoghi si otterebbero col medesimo procedimento, se si stu- 
diasse il comportamento di z rispetto a 2 co'. Essendo però questo periodo 
puramente immaginario lo studio di z rispetto a 2'o' non presenta alcun 
pratico interesse. 

Ad ogni modo possiamo affermare essere z funzione doppiamente pe- 
riodica del tempo. 

Oltre a z anche Taccelerazione e la velocità sono funzioni periodiche 
del tempo; basta osservare le loro espressioni in funzione di z. Di più, in 
;2?g e — Zq cioè nei punti estremi la velocità è nulla, mentre l'accelerazione 
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ò iiiassinia (considerando il suo valore assoluto); il fatto inverso succede in- 
vece per z = 0. 

Da tutto (fuesto si conclude c!u» la soluzione del problema nel caso in 
eonsiderazione (j^. = ed —''2<ZE<iO) è periodica ed il moto di P si pre- 
sr^enta del tipo dei moti armonici. 

La sua decomposizione in moti armonici elementari si \nìò avere me- 
diante la serie di Fouhikh, che inoltre dà anche l'espressioni» di z in fun- 
zione del tempo cioè 

5r' = a„ + >^, a, cos y- -^- 6, sen rp- . - 

dove i coefficienti hanno espressioni l)ene determinate. 

5. Osservazione. — Poiché il discriminante della funzione di Weir- 

STRASS è 

A = If) (e, — e,)* (co — e,y (e, — e^)\ 
per i nostri valori delle radici avremo : 



= (h{i-,^e^ 



Da questa espressione di A ne sepue che per 

E=±^2 
A s'annulla. 

Ha per noi ^n*ande importanza, per (pianto tratteremo fra breve, il caso 
di E= — % nel quale come notanuno, il centro di gravità rappresenta per P 
uim posizione di equilibrio stabile*. 

Determiniamo il valore linìite di T (piando E conver}?e a — 2. Questo 
calcolo si piH) fare direttamente nella (espressione di T jrià ottenuta, ma si 
raggiunge più pri^sto lo scopo consicicrando ch(» per E =^ — % a = e quindi 
p degenera in funzione circolare e proi)riamente 






sen" ,,. 



essendo 

\- j Sì ij. 
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Per E = — i 
e perciò 



seir \ i II 



Abbiamo vist»» e5^i^?rv 



Oii avoiuK> mutato rlie 



roii ; ivalt\ avremo 






Il == fri - ; 



ictf 







SoNtiliifiido a /> il suo valore nel caso di (iegeuerazioiie, e notando che 
iillofii 1»/ - X. e quindi sen* v !2(a)'4-;) = 3c, 



r' 



I • • 

sen' V 4 (to' -r ;) * 

no'* 

$téi mirlM% ricordando il valore di a> in questo caso di degenerazione, 

2\2 

y adunque ha un limite diverso da al convergere di E verso —2, 
qiiarjdo cioè il moto degenera in posizione d'equilibrio. 

(Questa osservazione ci permetterà di asserire l'esistenza di soluzioni pe- 
liodiclie anche quando (x è diverso da 0. 



. À 
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PARTE SECONDA 



(ì. In questa seconda parie prendiamo in esame il caso di ^l diverso 
da 0. 

Il moto di F è allora definito dalle equazioni (1). Vediamo di scrivere 
ijueste equazioni sotto forma canonica. 

Le (1) annnettono Tintejrrale di Jacobi 

l Sidxy idj/i' , idzVl 1 ..... ^ 

t> I [dfì ---[dn ^Vdt) , - ^^ - .2 (^ +^ ) = - C', 

il (jualo poi non è altro che l'inlejrrale delle forze vive nel moto relativo. 
IN)niamo 

(ÌJ- '^'/ I ''- 

allora le p(|uazioiii del moto si scrivono sotto la forma canonica cercata : 

dx,_dF 

dt ~dij/ j 

(i=l, % ìi) (1') 

dt dx/ ) 

Abbiamo già visto come nel caso di f* = le equazioni del movimento 
ammettono (per ciascun valore dell'energia totale E compreso fra e — 2) 
una soluzione periodica n„ di periodo T, alla quale corrisponde un moto 
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•li P luiuro Tasse z compreso fra due limiti simmetrici rÌ2*petto all'orìgine. 
L^ìirante un tale movimento le coordinate -r ed ^ e quindi le varìabiii cano- 
niche X, . X. ^^no sempre nulle : è poi 

z = -r, = o <^, 2 = y, = -p' (f), 

indicando con o una funzione del tempo che s'annulla solo nell'origine, mentre 
la ?*ua derivata s' r^'annulla solo per i valori estremi di z. 

AsHiinto ristante in cui il mobile passa per O quale origine del tempo, 
alla soluzione n., apf^artengono i valori iniziali 

jr, = X, = jr, = ^i = y, = y, = ?' iOk 

Consideriamo ora, sempre supposto jjt = 0, una soluzione 2£, delle (T) 

infinitamente vicina alla O^. i cui valori iniziali sieno 

- e» -a» ^ ■»• tt 

•* : 7*1 '^i — r»i •'^3 — t*X 

Mi = >* ih = ?* ì^^= ? (0) — ■:, . 

essendo le -p p^K-o diverse ila 0. 

Nella x.> le jr, ed //. ri-julteranno funzioni regolari dei valori iniziali sud- 
detti, fn un generico istante i. avremo per ciò dei sviluppi ordinati secondo 
le p^itenze di ^ del tipo 

^i — ^i -■*< ^ 

(ì = l, 2 i = 4, 5) ^ (5) 

i^ppreiient^fiido le ; #'d r. i termini di primo ordine nelle p, mentre le R in- 
di^:afjo i U^.nuuiì d'ordinar mipfriore. 

Conhidei inaino jf^J^j^^r j^t ;x una soluzione i' del nostro sistema di 
taiìxayjoui, \jìW, cIì^ \m^ì / ^rssa si riduca alla soluzione ^^ . Avremo al- 
lora j>er la ì. 

7, PropoiiiaiJj^K'i ora dì rirtorioscere se possono essere soddisfatte le 
condizioni perchè 1 risulti una sohizione periodica di periodo T-f-x. 
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Perchè ciò sia, posto 



a?, (fi^, P, T j-T)~x. ((A, p. 0) = •]-, 



II 



yA\f; P, 2'+T)-y,(y, p, 0) = -|,, 



= 1, 2, 3\ 
= 4, 5, GJ 



dovremo avere 



f 1 ='{'« = ••• = "l'è = 0. 



(6) 



Le ^ risultano funzioni olomorfe di |jl, delle fi e di t aniiuUantesi con 
queste quantità. 

Le (6) non sono tutte indipendenti fra loro, perchè il sistema (T) am- 
mette rinterrale di Jacobi 

F= — C\ 

cosicché soddisfatte le ^,^0 ad esempio per *=1, 2, :J, 4, 5, sarà soddi- 
sfatta anche la ^, = (*). 

Abbiamo dunque da considerare un sistema di cinque equazioni con 
sette incognite (P,, Pa,.-? Pe, "f)- K ben noto che in tale caso, per p. sufficen- 
temente piccolo, esso ammette una soluzione, nella quale lutti i valori delle 
incognite sono nulle, se uno qualunque dei minori di quarto ordine della 
matrice funzionale 



3^» dj. 



a P. a'T 

aj', aj. 
apa aT 



a +5 a+j a ^6 a^. 



ap» ap. 



aPe ar 



(*) f»^ rappresenta rincremento di i/, (cioè di z) quando si passa da t = i) a ^ =-- T -f- t. 
L'essere +t = significa che y, è funzione periodica dì /. Benché, per F = — C, la "^^^^0 
sia soddisfatta quando sono soddisfatte le relazioni +i -^+t= . . . =+5 = 0. tuttavia avendo 
dalla F^—C 

può sembrare ambiguo se dopo un periodo T-f t, y, riprenda il valore iniziale, o io riprenda 
con segno cambiato. Il dubbio è tolto poro se si nota che nella O^ , y^, ad intervalli di tempo 
eguali al suo periodo riprende il suo valore iniziale, e quindi anche nella soluzione vicina 2, 
2/g riprenderà il suo valore iniziale che differisce da di una quantità finita. 
Era opportuno chiarire questo fatto. 
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f*- = Pi = P, = P« = Pj = p, = - = 0) si riduce al prodotto 



d^, a(<|/.t}..iW 






dove, per t = 0, 



a ^ 9 (P. tJ, P. P.) 



Rimane dii provare che 



d (+. ^. +. J/.) 



A = ^ \L'-^ 4 - 



2 (Pi P. P. P^) 

è pur esso diverso da 0. 

Ponendo ora nelle ^ anrlie t = avremo 



A = 



ap. 


8;. 

ap. 


a;, 
ap. 


a;. 


8;» 


3;i , 


8;. 


di. 


ap. 


?P, 


ap. 


ap. 


3t,, 


Bit, 


ar„ , 


Su, 


ap. 


ap. 


ap. ' 


ap. 


3tij 


3t1j 


aiQs 




ap. 


ap. 


8P. 



(Si noti che nell'espressione ora scritta (H A abbiamo ommesso i termini 
che provenjjTono dalle B, perchè essi contenjjroiio le p almeno al primo jirrado e 
quindi s'annuUano quando si pone [i, = 0. Così possiamo, [)er il nostro scopo, 
prescindere senz'altro dal considerare questi termini.) 

8. Per lo studio di questo determinante fa d'uopo conoscere le ; e 
le r,. A tale scopo riprendiamo le espressioni (5) delle or,, //., sostituiamole 
nelle (l) ed eguaghamo i termini di primo grado nelle p. Si trova senza dif- 
ficoltà 

d t -* [d y, d xj '" ^ -' [d y, d xj "* ' 



IT 



-* I d X, d yj '* - [d X, d yj ^'^ ' 



dove le derivate racchiuse fra parentesi s'intendono prese relativamente alla 
soluzione O^, cioè si deve porre in esse 

mentre x^ ed y, vanno sostituite con <p (<), <p' {f). 
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Le equazioni diflFerenziali sopra scritte non sono che le eqìiazioni alle 
variazioni delle equazioni (1). Da esse si ottiene come subito si verifica 



dove 



dt 
dt 



^2 



= ;2-h ^ 



1 ' 






li* 

dt 

dtìi 
dt 



— f -Ut 



z=z P ^ r 



di, 
dt 

drt^ 
dt 



= TQ 



8 > 



— P " 



P, = 



:{ l 
4 ? 



P, = — 



;{ z' 1 



p. = ..: - 



r' 



rappresentando r la distanza di P da S, ed 5^, cioè 



r = 



V 






Per le (3) quindi 



P. = « (i> n l eJ- - 2+ |p + l. /.;j ', p, = 8 (i> + ^ £;)' , 



1 J 



/', = !2+ ^7, + l. e) - IC. ^/> + J fej . 



Dciirespressioiii ora scritte delle P i'isulta che esse sono funzioni pe- 
riodiche (anzi, più propriamente, doppiamente periodiche), del tempo. Le ;, 
ed T... sono così definite da \\n sistema di eipiazioni differenziali a coe£Bcenti 
periodici. 

Detto sistema si divide in due gruppi 

di, 

di = '■' • 

''^"_ p r . 
dt ~ '^" 



di 
dt 

(Ir,, 
dt 



— i-i ~r ti, , 



— P ' — i 



■»2 



dt 

d r... 
dt 



'" ^1 "i" '^i'jj 



— - /> - _. r 



(7) 
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9. Per il nostro scopo basterà considerare questo secondo gruppo di 
equazioni, limitandoci inoltre a valori di E vicini al limite inferiore — 2. 
Poniamo in conformità 

£; =— 2 + t 

con t (finito, ma) sufficientemente piccolo (*). 

Il sistema (7) si può allora risguardare come un sistema di equazioni 
differenziali dipendenti dal parametro e. 

Il determinante a, che necessita provare essere diverso da 0, non è altro 
che il determinante jacobiano delle funzioni 

1{T)- 5, (0), >», (T) - Yi, (0) (< = 1, 2) 

rapporto a $< (0) ed tq< (0), poiché le p coincidono coi valori delle $ e delle tq. 
Così considerato questo determinante, se dimostriamo ch'esso non è nullo 
per e = avremo risolta la questione dell'esistenza di soluzioni periodiche 
per p.=i=0, perchè esso sarà allora non nullo anche per e=-|=0. 

Quando e = 0, cioè JS=— 2, ** = -a- ^ quindi 

P, = 16, P, = -8, 
ed il sistema (7) si riduce a 






1 9 



S'ottiene così un sistema di equazioni diflFerenziali a coefficienti costanti, 
il quale può essere risolto nel solito modo. 



(*) Può sembrare che con questa limitazione si possono solamente trovare quelle solu- 
zioni periodiche che hanno luo^o nell'intorno di una posizione d'equilibrio. Ma le cose non 
stanno proprio così. Infatti, dimostrato una volta che A è diverso da per f* = f = 0, è 
chiaro che esisteranno due limiti finiti i^^ ed t^ di jea ed f tali che, per tutti i valori di /» < />, 
e di « < tj , A si manterrà ancora diverso da 0. Ma per valori t non nulli ne superiori 
ad ij e per f* »= 0, P è dotato di un vero moto finito e quindi esistono dei moti periodici che 
differiscono poco da questi anche nel caso di f*-I"0 e minore dì n^, È dunque una classe 
più generale di soluzioni periodiche delle quali dimostreremo rigorosamente l'esistenza, 



.*»•• 
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Gli integrali generali del nostro sistema di equazioni differenziali a coef- 
ficienti costanti saranno quindi : 

;. = ( C. eP" - C. e-p") r'. + (C. ee" - C. e-f') f, , 

;« = ( 6\ eP" + C, e-A") v', + (C, eP"' n- C, e" p' ') y", , 

r„ = ( C, cf" + C\ e-p") 8'. 4- (C, eo" + C. e p") S", , 

T., == (— C\ e"" 4- C, e-*-") H', + {C, efi" + C, e' e") H\ , 

4 

le C essendo le 4 costanti d'integrazione, che noi determineremo in modo 
che i valori iniziali di $< ed ti< sieno precisamente pi, p^, p^, P5. Ciò è pos- 
sibile, perchè per < = il determinante D dei coefficienti delle C è diverso 
da 0, essendo 

r. — Y. Y. - 
«', h\ r, 

S/ ^/ 1^» ^M 



/> = 



Y . 

Y» 



cioè 



/> = 4- 



n 



Y- 

o — 0% 



Y « Y « 



ossia infine 



/> = ii2'M7.\Ì19. 



Assunte in questo modo le G, il determinante A si scinde nel prodotto 
dei due 

a (C.C. e. e.)' a (P.p. P.P.) ' 

il secondo non è che l'inverso di 

8(p^p,p^,) 

a"("c.c.c,c;) 

e quindi è diverso da 0. Il primo, avendo già notato che le if (dovendo in A 
porre (* = p< = t = 0) sono rispettivamente eguali a 

$,(T)-;^(0), ,,,(r)-Ti,(0), 

si presenta sotto la forma 

(e^«' — 1) (e- '■e' — l) (e 'ff- — 1 ) («-^fi- — 1) Z) 



r ~ 




^ 




Un problema sui sistemi di linee fra loro 
coniugate e sulle relative trasformazioni di 
Laplace. 



(Di Pasquale Calapso, a Palermo.) 



A 



Ho studio delle ecjiuizioni lineari alle derivate parziali della forma 



du d V du d V 



si collejjrano secondo Laplack due trasformazioni Z, Z"* definite rispettiva- 
mente dalle formole 

uc?i = x — -|- X— » (2') 

B du ^ 

Applicando all'equazione (V) o l'una o l'altra di cjueste trasformazioni, 
la (T) si cambia in una nuova ecjuazione della medesima forma. 

Ricordiamo il significato {iceometrico di queste trasformazioni. Siano jt, 
y, z, tre soluzioni della (V) e interpretiamo queste come coordinate carte- 
siane ortogonali di un punto P dello spazio; al variare di ti e 1; il punto P 
descrive un sistema coniugato. 

Applicando alle finizioni x, y, z la trasformazione L, queste si cambiano 
in cert'altre funzioni Xt, //,, zi; il punto P dello spazio si cambia in un 
punto P, e (luest'ultimo al variare di u e v descrive un nuovo sistema con- 
iugato. 

Similmente applicando alle funzioni x, 1/, z la trasformazione L"* il 
punto P si cambia in un punto P,. il quale al variare di i« e t; descrive a 
sua volta un nuovo sistenìa coniugato. 

Lo scopo della presente Memoria è la ricerca dei sistemi coniugati, per 
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e sulle relatit'e trasformazioni di Laplace, 205 



Si riconosce frattanto mia soluzione particolare del problema; invero 
possiamo soddisfare allo precedenti ponendo 

cuor 
Quest'ultima col porre // = c^, assume la forma 



&'H 



d u d i 
Similmente possiamo soddisfare alle (.7) ponendo 



== 2 scnh e. ((>') 



0) = TT, 



duo V 
Quest'ultima col porre H = e^, assume la forma 



d u d V 



= !2 cosh e. (7') 



Dopo le ricerche da me esposte in una precedente Memoria (*), sappiamo 
che le due equazioni (f/), (7') sono quelle da cui dipende la ricerca delle 
asintotiche virtnaìi di lui paraboloide (|ualunque a punti iperbolici. 

Intorno a questo equazioni e alle varie questioni geometriche che vi si 
connettono, possediamo ormai le recenti Memorie del Bianchi (**), in cui 
l'illustre geometra ha portato la teoria al massimo grado di sviluppo; per 
questa ragione non insistiaiììo su questa soluzione particolare del problema. 

Escludendo d'ora innanzi questi casi, per ottenere l'invariante incognito 7/, 
eHmineremo quest'ultimo fra le (5') ed avremo per la funzione w l'equazione 



(*) Sulla defonnasione delle quadriche [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 
anno 1902, t. XVI, pj<. 297]. 

(**) Intorno alle superficie applicabili sui paraboloidi ed alle loro trasformazioni [Atti della 
R. Acxjfidemia delle scienze di Torino, anno VM\ voi. XXXVIU, pg. 515). 

SuUa deformazione dei paraboloidi [Annali di Matematica, anno 11K)4, serie III, voi. IX, 
pg. 247]. 

Sulla deformazione dei paraboloidi [Atti- della Reale Accademia dei Lincei, anno 1905, 
serie V, voi. XIV, pg. 359). 



i06 ratapMO /V* fymhiemn ^m^ nudami 4i Jèmttft fm l9r9 oimiugate 



rlilTf^TVTiziali» <ti k^ urtine 

H r r -**M1 'rt /7 'i 'T '• -i4>fi m a m fi r^ C m e r 

Determinata nel niMto jini .seneraie 'ina -^ìlimocie «» di questa equazione 
se ne «lettiirni immefiiatamente ^Tavariante ìneji^iìito poiìendo 



Qui ^ : nterei?È5iinte ni4*>Lvere i pmbiema seguente: 

Dt^tenHéty^n^ 'lUti t fijfiem* ^omnt^H t^rs /i imcmrifBtUi mgmali^ dato che ina 

Per •juaiiu» -i*>Mni liibiaino àert«> .t^etman» Llnvariante H ad un sistema 
l'tmiuyrato '^k ^ luanta lirèetman* la -joiuzione «» deU*e€iuazione dififeren- 
idale (S^ì. 

Per avere ailoi-a [jl riiiizioue i nativa ail*e«{uazi(>ne ti') del sistema con- 
iiijirtitn fiK «»i"forrH iaie*£nire :i stórtema l*t>mpIÉ^to: 

/•/♦ L i (/i€ (/«• - 'seno» r M rr'J 1 



c^ ^ 



Li — (A '.-wa cerner' 
sea — ^— 






~ j 



f f 



7 r 






(9') 



. ^ 



• lì >^Mt l! 



ivr . t e^é^ p 

seti ^ 




\i .*^» J li <») ^n J^ <?* •» 




>« ? >♦ :sett iMà èu e r 




i .;■ ^ /ili — <«*» ^iH— **) 











e :ì l i.1 4i '/ ( Il - *» > \ 

ce i \\ i e m 



(10') 



(ti') 
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paio (G) a imvariamU uguaìi, ponendo 



= €"'? 



-^fì^. l^^e'^fU^ Ì^=e-*fÌ^. 



dm du du du du du 

dr d V dv e v dv ovl 



(12') 



si avranno per qtMàraiure tre funzioni ;, v}, ^ che sono le coordinale di un 
punto che descrive un nuovo sistema coniugato (6) a invarianti eguali. 

Ora supposto il sistema iniziale (6) ottenuto partendo da una soluzione o) 
della (8) e integrando il sistema completo (9'), (10'), (IT) l'invariante di (6) 
sarà 



\ sen <ù d ud vj 



e rinvariante del nuovo sistema coniugato sarà dato da 



* \sen O dudv) 



Le formole (12') danno adunque per quadrature una trasformazione per 
i sistemi coniugati (G) a invarianti uguali che chiameremo trasformazione C; 
mediante la quale la funzione w si cambia in fì e l'invariante H in Hi. 

Frattanto rimane stabilito un metodo di trasformazioni per i sistemi coniu- 
gati (G) a invarianti uguali che consiste nel comporre la trasformazione LIL~' 
(o la trasformazione L'^IL) colla trasformazione C. 

Sembra assai notevole che l'applicazione successiva ed illimitata di questo 
metodo di trasformazioni richieda soltanto successive quadrature. 



% I. CONDIZIONf CAKATTERISTICHE PER I SISTEMI CONIUGATI (G). 

1. Riferiamo una superfìcie S ad un sistema coniugato di linee, e siano 

x = x(u, V), y = y {u, r), z = z{u, v\ (1) 

le coordinate correnti di un punto della superfìcie. 



e sulle, relative trasfonìiazioni di Laplace. 209 



Conservando le consuete notazioni, porremo 

Denoteremo altresì con X, Y, Z i coseni direttori della normale, essendo 
le linee w e i; coniugate si dovrà avere : 

2|i'|^' = 0, 2|^l^ = 0. (3) 

-^^M^t; ^ dv cu ^ ^ 

Introdurremo inoltre le funzioni 

j^ %y dx dX „ ^ dx dX ... 

^ cudù ^ d V V ^ ^ 

sicché le due forme fondamentali della superficie saranno: 

Edu^ + ^Fdudv+Gdv\ (5) 

ndu' + D''dv\ (6) 

Introdurremo infine per la prima di queste forme i simboli di Ghri- 
i i h 

STOFFEL ! 

I 
Le funzioni a?, y, z, X, Y, Z delle variabili w e t? soddisfano al sistema 

simultaneo : 






(7) 



a 



^_l 2 2 (a* , I 2 2 la^ , ^»„ 
«' ~j 1 \du^ i 2 la»^ ' 



/ 



ax^ — i) i dx „dx 

du EG — F*\d 



--Fp]^ (8) 

U v) ' 



ax_ D' Iv'dx _ dx\ 

dv EG'—F*\du dv)' 



(9) 



colle analoghe in y e z, che è illimitatamente integrabile in forza delle re- 
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lazioni 



gu -) 2 (^ Il i^' ^^^^ 

che sono, com'è noto, necessarie e sufficienti. 

Con queste notazioni le due trasformazioni di Laplace L^ L~^ sono 
espresse rispettivamente dalle formole: 

1 dX ..ON 

) 1 \ 

I 2 

colle analoghe in i/ e 2. 

2. Per stabilire le condizioni caratteristiche per un sistema coniu- 
gato (G), conviene derivare le (13) e (14) rispetto ad t* e «, eliminando per 
mezzo delle (7) le derivate delle funzioni x, y, z d'ordine superiore al primo. 
Avremo così : 



- ^ l'I. 1 I 1 2 1 _ I 1 2 n ax 
au ~| 1 2 ( bit ^^ i 1 i ) 2 \)dv 

I 1 



1 

1 /g . I 1 2 (_i 2 2 j l 1 2 (\a« 

"•"1 1 2 na« ^^ I 1 I j 2 i'^i 1 ija«' 
I 1 ì 



(15) 



e sulle relative trasformazioni di iMplace. 
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dxt 

dv 



dxt 
du 



i 2 ( \8 » ^^ ( 2 \ I 1 I j a » 

2 \ 

M 2 (il 2 |a« + '^'^)^ 

i 2 I 

+ _.J. |Aiog|i2|_Mi|_^. 



\ 1 2 iiait 

) 2 r 



I 2 I f 1 I 



1 2 (\a^ 



2 W3m 



) 



(16) 



Donde, ponendo : 



12 2 1 



I 2 2 I 

I 1 i^ 12 1 



^^ = lai; ^''^ 1 1 ri 1 i)^- 

^^ \du^ \ 'ì \^) ^ \j I 2 r I 1 I ' 



SI ricava : 



^, dx, dx, 
du dv 



— 1— (^ log > ' ^^ ( 

f 1 I 



* ^ ^ M il/ 

( 2 ))-^'^ 



dxo dx. 



1 



8m dv 



I 1 2 e 

> 2 i 



a , i 1 2 ( 

.F/^^I 2 i 



I 1 2 I 
i 1 I 



. iV. 



Escluderemo dalle nostre considerazioni il caso in cui si annulla l'espres- 
sione : 



dti 



log 



I 12|_l 12( 

> 1 i ì 2 i' 



perchè in lai caso la superlicie generata dal punto a5,,y,,2, si riduce a una 
curva ; escluderemo del pari il caso in cui si annulla l'espressione : 



a , I 1 2 



I 1 2| 

"N 1 i 



Le condizioni caratteristiche per un sistema coniugato (G) sono dunque 
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«late «iairannuUarsi delle quantità 3/ ed N; saranno cioè: 

/a I 1 2 I , » 1 2 |\ 122 I I 22 I 

la^'*'^'« 1 \^^ 1 |)^-| 1 l^+l 2 »^' 

(d \ 12» I 1 2 |\ i 1 1 ( l 1 1 j 

Queste a causa delle identità 

I 2 2 I \ 2 2 l^_iaG 

I 1 r ) 2 \^~ 2 dv ' 

I 1 I » » 1 1 l^_ia^ 

» 1 »^^) 2 \^~ 2 au ' 

si pdssorio s<'rivero più semplioeiuente come segue: 

de -dl'^"*^ \ 1 < + » 1 i' ^^^> 

aiuK-vf; _ d . \ 1 2 I » 1 2| 



S IL SKMrUKl(:V/U>NK 1>KLLK EQUAZIONI CARATTERISTICHE. 

'K VoUmrIo esprimtMv qiu^sto risultato sotto forma più semplice con- 
y'u-iì*^ LEìIrtidurre couu* iuct^^Miito |)rincipali le funzioni ^ e ^ definite rispet- 
tivamente dalle fonnt>le 

?T Ili dn » 2 i ^'''> 

III questo inoilo lo (17) e (IS) iule};i"ate danno: 

'^ ^ e e ' 

lo- X /•; . 4o^' '^ ^* ^ ^ + {. (r), 
essendo >.(/*) fini/ioiie della sola ii e y. [v] funzione della sola v. 



è sulle relative trasformazioni di Lapla<^e, SU] 



D'altra parte dalle (19) la funzione 9 è definita a meno di una funzione 
arbitraria delia sola m, e parimenti la y è definita a meno di una funzione 
arbitraria della sola r; ond'è che senza ledere la generalità possiamo porre: 

io^rv a =log^^ +9, 

log\ E-log^ -h^, 

e per conseguenza 

v/5 = c+fÌ, X (; =ey|^. (40) 

du V ^ 

Ciò posto ricorriamo alle identità 

1 dE__\ l 2 ( i 1 2 I 

1 d_G_\ 1 '2 ( \ 1 3 ( 

2 gw" I 1 » ^( 2 r 

Queste permettono di esprimere la F per mezzo delle funzioni 9 e ^ in 

112 1' 112) 
due modi differenti ; invero sostituendo per le ([uantità . ^ ^^ ^ le 

espressioni (19) e per le funzioni E, G le espressioni (20) dopo semplifica- 
zione si ottiene : 

\dud V dtidv d V dui 

\dud V du dv dvdu) ^ 

Ne deriva tra le funzioni 9 e i}/ la relazione fondamentale 



e' 



\d n d V end r d v ? ti ' 

\ 3 M 3 r d u d t^ d V d n 
che in modo più compendioso potremo scrivere 

d 



(2;{) 



L(er.|Ì] = /-(ef-+|i\. (24) 

v\ du) du\ or) 
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§ III. I TEOREMI DI GUICHABD. 

4. Per la trattazione del problema proposto giovano due teoremi di 
iivicuAHDj che nel presente paragrafo enuncieremo e dimostreremo diret- 
tamente. 

I due teoremi in discorso possono enunciarsi sotto la forma seguente: 
a) Un sistema coniugato 2>(^'i''^ll^lo a un sistema coniugato (G) è ancor 
esso un sistema coniugato {(}). 

^) Per ogni sistema coniugato (6), esiste sempre un sistema coniugai 
ad esso parallelo che ammette gl'invarianti uguali. 

Per la dimostrazione assumiamo anzitutto un sistema coniugato (G) per 
il quale conserveremo le notazioni dei paragrafi precedenti. 

Un sistema coniugato ad esso parallelo è definito dalle equazioni : 

de, dx dn d y dX. d z 

O = ^ O ' O "^^ ^ O ■ Q ^^ ^' O 

u u ou cu cu cu 

^ V d V d V d V d V d V 

in cui a e b soddisfano al sistema 

^- = (6 — a) 3-i- » _- = (a — 6) ^ . (26 

cv^^'cv cu ^ ^ cu 

Sulla superficie luogo del punto ;, m, '(, l'equazione di Laplace del si- 
stema coniugato assume la forma 

d'^ ^ _ b d^ d l . a d ^ d l 

-r ■ 



dudv a dv du b du dv 
e introducendo per la nuova superficie le quantità 



^' «' I 1 1' 12 1 



avremo : 

\E'-=a \ ¥, V G' = b V G, (27) 



\ 1 2 |'_J» \ 1 2 ( > 1 2 ('^ a i 1 2 I 

( 1 » ~ a ( l i ' I 2 p 6 I 2 i 



(28) 
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Da queste per derivazione si ricava : 

d V d V dv 

ossia per la (17) 

81o gvCr _glogb _^d_.\ 1 2 fi 1 2 ( 
dv "'dv • dv ^ \ 1 i^j 1 r 

Ancora derivando la prima delle (28) si ricava : 

Alo.» ^ ^ C^J^gl , Alo.» 1 ^ (_?i2g^. 

8r'*'^| 1 I dv ^dv^^\ \ \ dv 

ossia per la prima delle (2tì] 

A wM 2 C^aiog^ + A ,oJ 1 2 \ L _ 6U 1 2 I 

e per conseguenza 



A log» 12 1' »i2,'_ajogi^^ i 1 

ar'^^l 1 1^1 1 \ dv ' dv^^^ I 1 



2 I , i 1 2 I. 
si ha quindi 



dJogvO'_± \ l 2 I' , I 1 2 r 
dv d V ^ I 1 I "^ I 1 i ■ 

Similmente si dimostra aver luogo la relazione 

aiogj_£'__a_ I 1 2 Ci 1 2 I' 

' du ' ~du^\ 2 i "^1 2 j ' 

ed è così dimostrato il teorema I. 

Per la dimostrazione del teorema H osser\'iamo che in forza della (24) 
esiste una funzione a clie soddisfa al sistema simultaneo 

il = e+-f ^ _ ìil±Jì , 
du du du 

\ (29) 

Assumendo una soluzione g di (jueslo sistema, potremo soddisfare alle (!26) 



iLttr, falapf^o f'n prnhé^-mn .mi :HMewH di linee fra loro coniugale 



|>r>né*nHo 

[>>i|iiazion«> «U LtPLAiiE rrtatira al «corrispondente sistema coniugato è 
in tal raso 



'' f% e r r e àm dm d e 



^HÌ Ila per la ti4> ^'InTarianti iiiaialL 



S IV. I -ilìfTOII «.OyiUGATI \G) A DPTARIANTI UGUALI. 

'). Oopu tjuesti teoremi limiteremo le nostre considerazioni ai sistemi 
coniiuoili <'»> ^*^»^ auimettono «d'invarianti uguali; le formole relative si ot- 
terranno lia quelle «lei panucruti l e II ponendo ^ = 9; si avrà quindi: 

V &• '-f --^ ■ F^f'f ^ -<- • V G = ef 1^ . (30 

t' ♦• (ruffe d V 

i> Ui (^-i) t-tsiiltu \ertlK-iita iUeiiticameate. 

1.0 lrt(st°oriiia/.ii>(ii lii Lai*(.aì:k :»tniuao rappresentate analiticamente dalle 

t_?x \ 

c^ c m 
ai 



a\ - X — 



collo analoKito hi /i c ,v lu ^uperticie luogo del punto x, y^ z, sarà da noi 
ilotla su|H liti u* ^.. e lu >iuportKÌe luo|Ci> del punto a?, jf, z^ sarà da noi detta 
suportUic ^, . m altn Ivriimu chiameremo 5>upertìcie 2» ogni superficie di cui 
le lince di cut Natura ^i pi^ssono tur derivare mediante la trasformazione L 
da un sistctita ciuim^ato i*;^ a itivarìuuti uguali; parimenti chiameremo su- 
perficie ì:, o^\ì\ superitele di cui le linee di curvatura si possono far deri- 
vare mediante la trastvM ma/.iouc /. ' da un sistema coniugato (G) a inva- 
rianti uguali. 
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H. Qui è molto utile stabilire la forma che assume relemento lineare 
delle superficie 2, e i,. . 

Secondo le notazioni introdotte la prima delle (lo) si può mettere sotto 
la forma 

l? l^.^ = (A log p-l^Y^. m 

óve li \du ^ V dti) a V ^ ^ 

Donde derivando rispetto a r 



00 X^ , 



a^ 



ovdudv ' dv'du [dudv ^^ d v dudvìdv 

(33) 

\d u ^ d V d n) d v^ 

Inoltre si lia dalla prima delle (31) 



.2 



Xi 1 / 9 I d^ ^ d^\dx \ d^ X ,,..^ 

V cf \dv "^dv vi V d^ dv 



dxi 
d 

d V d V 



Dalle (32), (33), (34) eliminando la funzione x e riducendo si ottiene : 

0' x,_ _ /9_9 d_ , 3_9\ ? i^i , 

dudv \ 3 ti 3 w ® 9 ri 8 t; 

) (35) 

a«; at; ^^ai;^a«; ^^Unat? àwai^jjaw ' 

che è l'equazione di Laplack delle luiee di curvatura di S, . 
D'altra parte denotando con 

Ei d «e» + r?i rf t?' 

Telemento lineare della superfìcie 2ì, , Tecpiazione di Laplace delle sue linee 
di curvatura sarà : 

ava*i _ a log \ Ki dxi aiog^_fri a ^r, 
a ?e a V a ^ a h à w a «^ 

Ed allora si dovrà avere: 

a lo g \ jgi _ a 9 a_ j ^ . Ai r/^^_ ^l-?_ì 

a i? a v ai; '^ a t? d v \du d v da d v ) ' 

l ^^.} lil ^ ^ __ A locr ^ . 

? ?f a te a H '^ a t; 



e sulle relative trasformazioni .di Laplaee. 
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è j)Ositiva ; concludiamo perciò clie l'espressioiie 



^ d V 



ars IV^ji^ 

u cu 



rappresenta a meno di un fattor positivo il quadrato della distanza di due 
punti corrispondenti sulle superfìcie 2:, e ^o . 
Essa è (juindi positiva, sicché scriveremo: 



\cn cu ^ d Vi 



(37) 



Similmente per una conveniente scella del parametro w i coefficienti del- 
l'elemento lineare della superficie 2, avranno la forma: 



\ K, = 



du 



\ Ch = e? ^-^ — . - log --^ . 
\d V V dui 



7. Stal)ilita così la forma che assume l'elemento lineare sulle super- 
fìcie il e ^2 , possiamo facilmente ottenere le quantità /), D" relative alla su- 
perficie iniziale S, Poniamo a tal uopo per semplicità : 

I 1 » 



m = — 



n = 



I 1 i2 ( 

I 1 \ 

_L. ri 

I 1 \ 



losr 



\ 1 i2 I 

I 1 I 



112 1 



I 2 I 



sarà per la (17) 



rt = 



1 2 li 



a log \ r; i 2 2 I 



a» 



_ I 2 2 I I 



I 1 ( 



e la seconda delle (15) si scriverà: 



dxi dx , dx 
-^— = m 5 n TT- 

V OH CV 
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X, 



(38) 



^9 
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ossia : 

c^x, dx dx I^" V ìotw 

tv CV cu \ l ^1 \ ^ ^ 

I 1 \ 

Dulia (38) ed analoghe \\\ y e z quadrando e sommando, si ha: 

\ ì. ^ \ 

I 1 \ 

Similmente dalla (39) quadrando, sommando e tenendo conto che 

^ dje dx, _ „ 
^dv 'dv~ ' 
si ottiene : 

a,JrOn^ = Em*- 



I 1 I 
Sommundo colla precedente e semplificando si ottiene: 

11** l"' = ^' — »" <^*" + ^")' 
1 1 ) 

■ 

(Juosridtimu a raus;i deiridentità 

h né -^ Fn = m - . 



/>'* ^ EG — F' 



I 1 » 

Kd (»ni ponendo per m la sua espressione effettiva e per Gì Tespressionc 
kiopni Hiahilita (•!<)) avremo definitivamente: 

D- = e'. - ^'^ j V 1' ■ («) 

Siinihnente: 

7ì^ — p^9 EG- F^ \ 1 1 (* 



e sulle relative trasfomuizioni di Laplace. ^1 



8. Qui 6 interessante dimostrare che le funzioni I) e D" definite 
dalla (10) e dalla (40) verificano necessariamente la (12). 
Invero la (10) si può scrivere: 



d_ l\ EG — F' \ 2 2 \\ ^/r d (\E G — F '\ 1 2 |\ 

du\ G j 1 \l xEG-F' dv\ G \ \ \ì' 

ossia sviluppando la derivazione al 2.<> membro e tenendo conto che 



dsEG-F' -=^ =,,[\ 22 ( . at 



dv 
avremo : 



=>^«^'(iV|+|i). 



cu\ G I 1 \)~ \ EG — F 



,\EG — 



G 
Ed ora in forza dell'identità 



[l 2 lap e dv \ 



dv 
scriveremo detìnitivamente : 



-^'[\ 1 \dti''^dv^i 2 \dvì 



d_ I V E G -F^ I 2 2 (\ _ _ jyp' sEG~F' i 2 2 | _a^ d<f .,,,, 

^tt\ G I I U \ É~G^F' G I 1 ^8tt "gp" ^ ^^ 



Ciò posto scriviamo la (40) sotto la forma: 



e' 



/)"' _ _l ( \ EG — F^ i 2 2 ( Y 

/^y-/W' V G 11 \j 



Derivando rispetto ad m e tenendo presente la (42) ottenianìo : 



\d V 



2 a^?_ 3 \ EG — F' I 2 2 I r ^^ v_B G — F' | 2 2 j ^ , aj-l 

/a_5.ye;«afl" " gii ÌI\:bg^~f^ ' g \ i ia«^^arj 



/ Itti* i« ffroitfp$Ma sui Hislemi di lipiee fra loro coniugate 



r 



1 -•« 



-•i//^}*;-j.^>7>/r;Y'lJ 



.1 



( 



:c z^x r H e V 

e V 



jy^ _. ^r? -:- 



i:a -^F' l t> vj 



r/ 



I 



i a ■.itr'itesi dei secondo membro è per ia (40) identicamente nulla, 
-• «ut*. ^ 



■f . 



c n 



jy 



1 -2 



-I) 



^1 ^2 I 

1 ( 



= 0. 



..iic tue\ii>i dimostrare. 

^•mìnieule si dimostra che le funzioni I) e D' definite dalla (IO) e 
.lua ri» verdicano la (11); ed allora possiamo concludere che la condizione 
• vtfi<Hirta e sufficiente per la funzione inco{.^nila y si otterrà eliminando D 
> v.i le aOK {W)y (41). 

». IVr presentare la condizione richi(\sla sotto la foi'ma definitiva con- 
V i.c turudurre rinvariante // deire(|uazione di Laplack 

d' X 



_d f d J' , d (f ex 
d u d V d V d n d n d v 



\ u'iiCtUO 



// 



_ 3 9 3 9 3' <P 
d il d V dud.v 



m 



A^iittiotulo ili simboli (li Chkistokkki, i valori effetlivi, avremo 



( VÌ^^'"' 



\ t I 



( /•; a 



e V 



n 



* ^\ \ o 



V \C V! V 



d_2 dll 
d V d V 



e o 



a h' 



in 



d '. V-" 



d a: 



\II- 



d f II 

d n d li 



d o d 



\ e H V I 



(il-ì 



(*•")) 



(+tì) 
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Ciò posto assumendo la (10) sotto la forma (4*2) e soslitueiulo in ciucstu 

Ì2 2 ) 
■ I la sua effettiva espressione dedotta dalla (44) e (46) dopo 

riduzione avremo : 

^ \ ditovlydudv ) 

cu' a » ^ a»* la vi ^ àtt^ a » Tv "^ 

, a-' ? (d fV td '.v id n' a 9 /a ^y » ti ■ 
+ a «^ \fn) " "^ la MJ là^ j " ~"rv là u j a7 ^ 

""" a V* au a u a« la «j aw a» a » s i* a » 

^ ' \ ?M8f?/\ da d V j 

— -'! vn V(^-"""--^-• 
da cui seniplificando 

..-=..(«--/,?;^L'')-^^/-| VÌI ?!•<"» 

Frattanto la condizione richiesta por la funzione 9 si può mettere sotto 
la forma : 



ossia 



EG — F' (I 1 r 



[-(---^»-^:^!Vi|?!f 



^'-- 1 1 il- / 

\ 



(48) 



Possiamo quindi enunciare il risultato seguente : 

Coìidizioìtc neceusnria e sufficiente affinchè l'equazione di Laplace 

è" X d"^ d X d f dx 

e nd V d V d H d u d v 

sia l'equazione di im sistema coniugato (G), è che la funzione 9 sia una so- 
luzione dall'equazione differenziale di 4." ordina (-ki). 



ì^^ (UilapHO: L'h proUevM mmà m^éami 4à limtx fra for» ctmimgaie 



ossia : 



'f r' 



E'G — F'% ± i 









Ma la 


par 


entesi deJ tt^^tUDrAo iuim}bs^ St fttr la «lOt identicamente nulla, 


ne segue: 




e iU"') é li ^ i 1 -* -• 1 


cioè: 







come voleva^! diiuofc^tjiu»^. 

Similmente «i dimo^^ìs^ dit le fùnziosii D ^ U' definite dalla (10) e 
dalla (41 ) veriticauo Jla •(11 ^: <ed allora possiaiBo concludere che la condizione 
necetfsaria e Buflkieotbe per la funzione isico^nìta -. sì otterrà eliminando D 
e X;' fra le (10), (iO), (tH 

9, Per presentare la condizione richiesta sotto la forma definitiva con- 
viene introdurre Hn variante // dell'equazione di Laplace 

(f" X è 9 e Jt e ^ ex 

e ne V e V e H CM e r 
cioè porremo 

Sostituendo ai simlKiIi di Chkistoffel i valori effettivi, avremo : 

"2 jlft'^ t ì '^'Su[S„- [cu} dada] ^*^' 

E (} — F' = c«? J2 //f-'? ?-' -//')• (46) 
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Concludiaiììo quindi che le (49) ammelloiio infinite soluzioni comuni di- 
pendenti da due funzioni arbitrarie ; per determinarle basterà assumere nel 
modo più generale una soluzione della (52) e integrare il sistema simul- 
taneo (50), (51). 

11. Similmente possiamo soddisfare alla (4S) ponendo 

IMI) 1 122 

v"l ( 2 1 - s (} ì 1 

OH dv 

Invera si dimostra come precedentemente che queste equazioni ammet- 
tono infinite soluzioni comuni, le quali si ottengono assumendo nel modo 
più generale una soluzione dell'equazione 



rr* TT d' log H . 

ti — ti ^ -^ — = — 1, 

e integrando il sistema 

3 ? 3 log // 



(53) 



dn' \dn] du fu d v' ' [dv)^dv 



dv 



d ud V d n d V 



La determinazione di queste soluzioni particolari dipende adunque dal- 
rintegrazione delle due equazioni (52), (53). Queste col porre //= e^ assu- 
mono rispettivamente la forma : 

= 2 senh <■), 



dudv 



2' « CI u 

— v,- = 2coshe. 

Risulta dalle ricerche da me esposte nella Memoria sopra citala che 
queste equazioni sono quelle da cui dipende la ricerca delle assintotiche 
iHrtuali di un paraboloide qualunque a punti iperbolici. 

La teoria di queste equazioni e delle questioni geometriche che vi si 
connettono, ha ormai raggiunto dopo le Memorie del Bianchi il massimo 
grado di sviluppo; per questa ragione abbandoneremo Tesarne di questi casi 
particolari e ritorneremo al problema solto la forma più generale. 



Ìfi& CalapHO: Un problema sui sitstemi di linee fra loro coniugale 



§ V"L COKDIZIOJa CARATTERISTICHE PER L*iy\'ARIAXTE. 

1^ Ora vogliamo stabilire le condizioni a cui deve soddisfare una fun- 
zione H affinchè si possa assumere come invariante per uri sistema coniu- 
galo (G). 

Per condurre c^n semplicità i calcoli relativi introdurremo due funzioni 
ausiliarie A e {t definite rispettivamente dalle formole: 

sen > = -, . sen a. = -— - (;j4 

in forza delle (40) e (41) possiamo porre senza ledere la generalità : 



\E(i — F'\'ì±) \EG — F*\\\) 

C«S A = z = \ t I • COS u ■= T= J ^ J • (tK>) 

Con questa notazione la (48) si può scrivere : 

co8{X-fi) = //'-//^^^- (56) 

Dalle (54) inoltre per derivazione tenendo presenti le (54) stesse e 
le (55), (11), (12), si ha: 



dX éf\G \ 

„— ^ - sen u., I 

du \EG — F* I 



\ 



(57) 



diL e?\ E 

~- = — : sen X. 

Sr \ EG — F' I 

Donde moltiplicando ed osservando la (46) : 

^ . ^ Q-^ ^ sen X sen il 

dudv~ 2//?i'^— //* ' 

óud V 

Questa relazione si può scrivere altresì : 

H __^j. senXèenpL 

dry MJL /\ r\ 

uov cuov 



(58) 



e sulle relative trasf orinazioni di Laplace, 



'2Ti 



o lìnalme*nte sostituendo al primo membro per //la sua espressione efifotli va 
o rammentando le (3 )), otteniamo dopo riduzione : 



F sen A sen \j. 



\ E a 



MI ^ 7{ — 

H n V 



1. 



ly. Ora derivando le (57) avremo : 



0' /. 



d ud V 



\ E (} — f 



0[L 



cosw. 5 ■ r sen y ^ — 



± ± ) 

^2 I 



che in forza dell'identità 



potremo scrivere : 

e n d V 






cf \ (} 



\ i:a — F' 



COS [J -^ 

* 8 V 



sen 1-/. 



^2 2 ) F 
1 \(i 



ossia per le (55) e (r>7) : 



a' A ^ a >. a y. 

OHov ^ n d V 



cot A ;— ' •- « 

\ Fa due r 



ed infine per la (59) 



d ud t^ 



... . \ a A a |A 1 

cot A 4- cot V. ,- - ;^-^ r - COS A sen y. 

' / a ?/ a r 7/ ^ 



Similmente si ricava: 



'Xdld y 



^ — ~ ^ cot .lA : cot X ;:— ,^ ,, sen X cos u 

u V \ ' I cud V II ^ 

Da queste sottraendo si deduce: 

-~ — TT-^ = -jj sen (X — /i). 
duo V II ' 

Questa e la (50) ponendo A — (a = w si potranno scrivere: 

C 0> 1 

7^ — 5— = 77 sento, 

a u V II 






a « a r 
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(02) 
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14. Frattanto si vede che, affinchè una funzione H si possa assumere 
come invariante per un sistema coniugato (G) è necessario che le (63) nella 
funzione incognita w debbono ammettere una soluzione comune. 

Eliminando fra esse l'invariante H {*) avremo per la funzione w l'equa- 
zione differenziale alle derivate parziali di 4* ordine : 



dudv ^{seno^dudvì \sen<ùdudv) dudv 

Viceversa dimostreremo in seguito il seguente teorema, che chiameremo teo- 
rema fondamentale: ^ 

Se oi è una soluzione dell'equazione di 4° ordine (04), esistono oc' sistemi 
coniugati (G) a invarianti ugìiali per cui V invariante è dato dalla formola: 

«=(_!_ «Ir.- 

sen w duov^ 

15. Qui è opportuno stabilire un sistema di formole moltq utili perii 
seguito della presente memoria. . 

Derivando rispetto ad u la prima della (57) e tenendo presenti le (57) 
stesse, si ha: 

d'\ , d\ »(/. , axraiogv^G^ |i Hi .a-^ 

ou ^ du cu du [ cu I 1 I J 

D'altra parte ricordiamo l'identità: 



\l l(^a]og\^_|l IjF 
\ l \ du \ ^ \E' 

Questa per la seconda delle (55) si può scrivere 



1 11 aiogv JS e?\ G F 

A = ^ ==COSa-= 

\ \ \ du \ EG — F' ^\ EG 

ed ancora per la prima delle (57) e per la (59): 

\1 1 ( __ ? log \ E di / sen X sen [x . . 



\ l \ du -xjf 



dudv 



(*) Qui esciurliamo dalle nostre considerazioni i casi in cui si abbia ft*=0 oppure a>=n, 
«ile foraiscono le soluzioni particolari osservate al § V. 
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< 

Ed ora sostituendo nella (65) avremo: 

3* X d\ d(\ -f- ;/) ^_ 2 ^ (^ log \ (r d log \ E ^ sen X cos [iX 

di? ^ ^'^'^ ''• dli "^dVi ^ d^ [ dH ali „ a |y- '" J ' (66) 

ai; 

[lìline osserviamo che per le (54), (55), (57) possiamo scrivere: 

__ sen A cos^_ J_ EO — F'\l l\ 
djj^ ~ Jl e'f'È" \ 2 r 

^^ a r 

ossia per la (45) : 

sen )v cos f^ a , a 9 d ^ d \o\iH 

*- = |Q(f • — — : IZ — . 

jjd[j. du ^ d ti du du 

d~v 

Sostituendo in (66) e semplificando coli' osservare le (30) avremo: 

a^ 
^-'^ ^,.ot»^^^(^+>^) ax aiogif du j^ 

du^ du du du du a^p ' 

dv 

K questa per le (54) e (57) scriveremo definitivamente: 

a* X , a X a (X + v.) a x a log yf , h d d" ,,.^, 

?ii* ' a^ aw aw ati ■ senx^Btr f^ 

Similmente si ricava: 

av- ..d'dCk + y.) af^aiog//, h dd- ^^^. 

-r = col X ^ e, — Q - — o ■ , • (68) 

ai; at? ai; dv dv ^^^^kEG — I' 



16. Inoltre si ha dalle (54) : 

D jy = e*f sen X sen j^. , 
ossia per le (57) : 

Djy^ ^ 1 axaju 

EG — F'~s EGdndv 



r«# 



^tif^ 



.^^ 



;:i>^ 



<••- 



.. i ' * 



■«-!-" 



•\ 



• V" 



•M 



lyt' 



^1 
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Similmenle sostituendo nella (69) per X e ;/. le espressioni (72) e per H 
l'espressione (63). avremo: 



4 W = (COS 0) — cos il) — 7^ — 3 ^ ., ' - ^ 

^ sen ùìo u V cu 






iosi>)- — Q— 'i- 
^ \sena) u e rj 



{ COS Oì — ( 



Infine analogamente operando sulle (71), avremo: 



^IFsenO 3(0 + 0)) 



:,cW iì— co3(ìi — Oj) 

y/ = |^(>ii - 

ó u 2 d V eos oj — cos n 



2 ti 



+ 



+ 



W cot —7z -^ ^ -f 2 ir ^- log 

2 a ti 9 ti ^ \sen oj 



d^ o> 



dudv 



a,dW + 0)2(0 + 0)). 2lFseno a(o--6)). 

2 -^ — = sen — ~ \ - — ^- H -^ -^-^ ^ + 

Si? 2 3 li cos 0) — cos o d V 



+Wcot 



0+o>a(0 + oj) 



2 



dv 



-- + 



c^v " \sen tao uo vj 



(74) 



(75) 



Queste sono le formole che volevamo stabilire. 

Intorno al sistema (73), (74) si possono verificare le seguenti proprietà : 

1.® Dalle (73) e (74) seguono le (75). 

2.® Il sistema (73), (74) è illimitatamente integrabile in forza della (64). 



§ VII. Rappiiesenta7ionk sfrkicv di Gauss. 

18. I teoremi dimostrati al § HI lasciano prevedere che i sistemi con- 
iugati (G) si possono definire mediante proprietà caratteristiche della loro 
rappresentazione sferica. 

Noi pertanto procederemo alla ricerca di queste proprietà. 

Denotando con: 



ds^ = e d u^ + 2 fd ud v + y d v\ 
r elemento lineare sferico, si ha da Formole note: 



(76) 



— ^^^1 



F I) ir 

Ed — F' 



'^ ~ E G - L 
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Quindi osservando le (54) e (57) avremo: 



cu 
[noi tre essendo: 



^-m 



F=K EG- e'f H, 
potremo scrivere : 



f= — EG — F* ^^^ ^^^ ^' 



e per la (45) e (57; : 



d\d H 

t = — TT- ^ — i 5 — o sen A sen w.. 

àndv 2^a?|?_^. 

ou ov 



Infine per la (58) : 



. d\d[j. 1 

f = ^- IT Tf "^cn X sen v . 



Dopo i risultali conseguili nel paragrafo precedenlc polremo esprimer^ 
le quanlilà e, /", g per mezzo delle funzioni w e O; sicché scriveremo: 



_ 1 p(n + co) 
4 [ d ti 

1 \d(iì — o^) 



-M 



ar 



1 <)(">-Vt») 2(0— OJ) 1 d* Oì iì-i-M li — '.. 

4 cu d V sen w ? te ^ i' ' 2 i 



(7r 



Ne deriva facilmente per la (74) : 

eg-p^W\ 

19. In ^iò che segue ci proponiamo di stabilire le proprietà relati^ j 
alla forma (76) in cui le quantità e, /, g sono definite dalle (77). A tale scob"^ 

sarà utile calcolare i simboli ' relativi alla (76). 

Frattanto ricorriamo alle identità : 

dv ~\ 1 \^^^\ 2 » ve ' / 

ds_g_\ 1 2 e J , \ 1 2 e - 

du -\ 1 \ sg\ 2 \' ^- ; 



e sulle relatice trasformazioni di Laplace. 233 



Inoltre dalle (77) abbiamo: 



1 din ; co) 

i \ e = . - ;. • (£ = di I 

4 u 



_ 1 d(iì — co) 



(£ 



'=±1) ^ 



' (79) 



Da queste derivando ed eliminando per mezzo delle (73) le derivate di 
*:2.^ ordine della O, otteniamo: 

d \ e sen ii d (0 -f- f«>) 3 (li -- co) , sen g> — sen n è" w 

(9t' i2(cosw — cosi!) du dv t senta dndv 

_, d\ g sen n d (il -f- o>) d (ii — oj) sen o> -• sen o 8'* w 

3 H 2 (cos <u — cos O) ? « t) V 2 sen <« r « ^ v 

Portando queste espressioni e lo (77) nelle (78) queste forniscono per 

l 1 2 i' i 1 2 r 
le quantità incognite . i ' a 1 ^^^ espressioni seguenti: 



» 1 2 r_ 1 (ì-o>d{iì- io) > 
I 1 \- 2 "'^ "2 ai; ^ 

I 2 i~ 2 2 du ' .' 

cjssia : 

I I 2 I' , - ,n— w ^ 
I 1 , = ^\l/cot ^^-' ^ 

1 2 , = svecot-^-. 

In secondo luogo ricorriamo alle identità: 

a log W _ \ 1 1 I' \ 1 2 I' 

~~du ì i C'\ % \' 

dìop ir i 2 2 e I 1 2 I' 

dv "^1 2 r j 1 r 



(80) 



(81) 



(81') 



Sostituendo in queste i)er le derivate della Vi' le espressioni (75) e per 
1 simboli . , ^y le (8(.)), avremo : 



!£iA f ulupHV: l 9i jn-obUsttia ^m KÙdeMii d4 linee fra loro comàmgaie 



] . 1 li — luf iiì - Ut) ^ fi -- a> r n 



\ ^ a i 1 li •- ti*r (ii — <v) ^li — («»ri? 

I a \ ^W i rK ± cr 



— - — log 1 — ^ I • i 



(«il 






ItitiiM- r'irA^rddudo Ut identità: 



TU ~{ 1 » '*~< i \\€ 
cjjf ^\± -i-i J__ <2 2r - 

è- \kT\^rutt^ yf*-*^iii \m ili), iWi), (74-) otteniamo dopo riduzione 

1 1 n 1 n — w 

« 2 2 (' , 1 n — w i 



(88) 



j8'>. <^io j><^»W **• fra le (71*) e (81) eliminiamo le funzioni il. « avremo 
W condi/ioni ri<Jii*<b1*>, <'i<>é: 



.» 



9 



\ \ i r<!Up'/\u a I 1 2 (' ^ i 1 2 ( 

< J ( <7r <*»•/ 1 i « 1 ( 

] (8*) 

t 1 2 f'<7Ì<>K\ '^ ;? I 1 2 «'_ ) 1 2 I' , 

« 2 t V«" <;m/ 2 I ' I 2 ^ ^*" 



I 
i 



Similmente eliminando fra le (X3) e (79) le funzioni O, <«> tenendo pre- 
senti le (81), avremo altreisì: 



\ 1 1 (djm^t a I 1 I I' I 1 1 CI 2 2 ,' j 

I 2 I a« ■ <^«| 2 r I 2 H 2 l' / 

\ (8i>) 

I 2 2 (' a loK V i, _ ;? I ii iiJ r i 2 2 (' » 1 1 (' \ 

I 1 I «*« 'dui 1 ri 1 1 1 1 I" ) 

Qui è interessante osservare che dalia coesistenza delle (84) e (85) segue 
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che la forma (76) ha la curvatura = + 1, e viceversa dall'ipotesi che la 
forma (76) ha la curvatura = -f- 1 e dalle (85) seguono le (84). 

Possiamo quindi enunciare il risultato seguente : 

Se <ù è una soluzione delVeqìiazione differenziale (64), e Ci è una soluzione 
del sistema completo (73), (74), ponendo: 

4 [ u I 

1 p (n _ co)P 

1 a(n + w) a(n — w) n+w n— w 1 a'w 

f = -r — à vj — - — sen —^— sen — . -^ — ^r— » 

4 9 w 8 i? 2 2 sen w dtidv 

la forma differenziale 

ds" =edu^ -\-efdudv + gd v^ (86) 

avrà la curvatura ==-}-l, e i «lioi coefficienti soddisfaranno alU condizioni (85). 



§ Vili. Dimostrazione del teorema fondamentale. 

21. È qui il momento di dimostrare il teorema fondamentale, per il 
che mostreremo anzitutto che un sistema coniugato la cui rappresentazione 
sferica soddisfa le (85) è necessariamente un sistema coniugato (6). 

Invero un sistema coniugato si può ritenere definito a meno di movi- 
menti dalla sua rappresentazione sferica e da due funzioni D e D" che veri- 
ficano le relazioni : 

a^_ii2(' I 1 1 (' » 



~du "12 1-" Ili 
Si avrà allora : 



(87) 



£ = .»«■, F^-f-?^. = -±-^-. (88) 

eg — f- eg — f «0 — f 



I 1 2 ( _^"| 1 1 (' I 12 (__ i) l 2 2 e 
j 1 <~ /jj 2 l' i 2 Ì~ D'\ i \' 
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(89) 



iSH '^f'^frp^^'j r» finhksm^ m§i mstew^i di tmm fwm br9 cammt/mie 



L^ ^vm^iOt ptr «lerÌTa^oae tenendo presenti le ^.^7^ à nea^a.: 



^ ili $ s l i > glogZr r ^^v t t ^'i 1 i »' 

^Itjg \^ _ ?LogZ/ _ fkìgv e I :ì i ^' V t i t' 
?r et et >i^ili 

«f» oer La orlma «ielle ì>k» : 

? logv^ _ ? , » 1 i I I 1 i ^. 

^iiiiilni«»ntt* ^ ricava : 

<lrHrv ¥_ d_. \ 1 3 li 1 i * 

"Hi *<^ '»n«H 4itiuvHrraf/> #p»nt» .^^/^i^ra abbiamo asserito. 

Xiiìumg^ìAr <ta •inxi ^j^rKróme «» dell'equazione |64> integrando il esterna 
»nriiou»nv T* T^^ -h ^tMn^i^ la fedina 186) che si può assumere come rap- 
3r?»5femiKrirvni»r ^b^.^*:^ p*^r kttiniìi 3«?ftemi coniugati ^Gk dipendentemente dalie 

Or:t ^iHm:a»mi> ^iddkfore a que^fto sistema ponendo in particolare : 

ijt^^h f ^— *>^Ki — te) 1^ g — tÉf |Q— tè» 

<ii -* i ^^^ 2— ?H " flf^" 2 ?r ' 

i\ff4fh 1 ,a — toiKi-fei 1 a — «riQ-i-*») 
Ìk i i et ì\V ì im 

il — *» 
i^n — ^ — 



£1 — 4» 
«eri — rr — 



Hari allora fier le («I; e (83) 



M2l 1 .,^„ ^-^^g<^-^^) 1 

|12>_ 1^ fì— fe)a(n — te) ì 



(90) 



J>4i \iu*itfU v-fiKTfirlo pregni! le (73), (74), (75) si trovano con calcoli facili le 
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relazioni : 



du\ 1 I dv\ ^ r 

\ 1 2 h 1 2 ( d_\ 1 2 

^-j 1 il 2 i aw I 1 

1 d'iù ^-' 
sen w 3 te 3 1; 

Così il teorema fondamentale è pienamente dimostrato. 



§ IX. Le superficie 2:,, Sj. 

L Abbiamo visto nel paragrafo IV che l'elemento lineare di una su- 
perficie 2i è dato dalle formole: 

v£?:=:er(|^-Alog|iV, 
\dii ou ^dv; 

- ef ^ ^^^) 

Abbiamo visto altresì (32) che le derivate parziali delle funzioni a?i , i/i , z^ 
rispetto alla variabile u sono legate alle derivate parziali delle funzioni a?, y, « 
dalle relazioni : 

gy 8 agi __ /^_3 

a 

ossia: 

1 005 1 dxy 



9 dxi _f d . 89 8jp\3aj 

t; 3 M \8 li *^ 3 ì; du) d v 



l9dv aiogv G, ? «* 

Sv . dn 

Sostituendo nelle (31) avremo : 

x = x, ^—=^-^^ (92) 

81ogv g. du ^ ^ 

du 
che è la rappresentazione analitica della trasformazione L~' applicata alle 
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linee (li curvatura di i:,, e che trasforma queste nel sistema coniugato ini- 
ziale ((}). 

Introducendo inoltre le quantità 7),, D'\ relative ad una superiìcie ^i e 

le quantità X3, Va, Z, che danno i coseni direttori della normale avremo per 
le funzioni ^, , 1/,, :r, ,A's, Y,, ^3 il sistema completo seguente: 

Tur ~ r>7i. da a7c ii «, d~i7 d'i: "^ * ' ' 
d' x^ _ glog\ /J, 8 Jp, d log \ 77[ ga?, . .^gv 



e nd V d V d H d n d v 

C' Xi 1 (ry d >t'i , 1 dCr^ dxi 

a r- ~ "~ !27i^ TTT y*r ■ ^177; Tr TF 

8X, ^ 7A dx 
d u Ei dn I 






ex 



3 



at' 



Gì dv' ' 



(94) 



^4. Se deriviamo la (9:2) rispetto ad n ed oliininiamo per la prima 
delle (9.'{) la derivata seconda della funzione ar,, avremo: 



+ 



£ì; _ [i ^ I / g'IoK \ (7. a log \ K, d log v G~ \ ]dx, 

^" I ( dìo^\ (ì, Y l 3«" du du }\du 

_^ _i 1 dE.dx, I), ^. i' 

' aiog\j;/^«. 3*' Si' aiogv a\ ^ "' ^ 

d n d ti 

Ciò posto dalle (Di) derivando e tenendo presenti le (91) stesse otte- 
niamo: 

ef^Jf^'^.E,: (96) 

e se inoltre fra questa e le (91) eliminiamo la 9, troviamo per le funzioni 
\ i', , \ Gì la relazione: 

d' log N (}, _ d log \ A\ d log \_(i. , 1_^ _ ,97. 

dndv dv dìi y G, 
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Ancora dalla (%) per derivazione ricaviamo: 



39 __ \ E] \ d' log V G[ d log V E, 8 log \ G. 1 
^ du~ / 8 log \ Gi V [ du' du du \' (^>«) 

l OH J 

Ed ora ricorrendo alla (95) e alle analoghe in y e z^ quadrando sommando 
e tenendo presente che: 



otteniamo iniine: 



s(M-«''fè)- 



2 

+ 



2 g' tog V G. _ 2 3i<>g.V:^, a^log \^ [ 8 log v GA 
du^ " du du \ d u I 

\\ G. 2v/ r\^;^J 

Possiamo quindi enunciare il risultato seguente: 

Le linee di curvatura di una superfìcie s, soddisfano alle condizioni 
(97), (99). 

25. Viceversa è importante dimostrare che ogni superiicie le cui linee 
di curvatura soddisfano alle condizioni (97), (99) è necessariamente una su- 
perfìcie ^i ; cioè le sue linee di curvatura si possono far derivare mediante 
la trasformazione L da un sistema coniugato (G) a invarianti uguali. 

Infatti supponiamo che le linee di curvatura di una superfìcie soddisfac- 
ciano alle condizioni (97), (i)9) ; e definiamo una funzione <p mediante la for- 
mola (96). 

Dalla coesistenza della (96) e (97), avremo : 

dv 
e per conseguenza: 



\du . du ^ v] 



e la (99) si potrà scrivere sotto la forma : 



du U G, 3« / U Ei) 



(100) 



'K< 



'«( .^tAt«*fM« ifi (iiH«f« /rf» /(ii*f» rdiiiiii^ft^f 



t>««finuif.u»iu» 4 Mri iiUHÌo M*itlUMUo: 



t 



r« 



■ M * i\'*«\' . *•«» t* »!t*IMaU* »*'. ^L* 



•i . 



«« 
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e per conseguenza : 

g log N g _ » lo^i 1 2 j i 12( 

at; ''Tv^''^] 1 i^i 1 r 

81ogv:K _ 8 i 12 j I 12( 

Le condizioni (97) e (99) sono adunque caratteristiche per le linee di 
curvatura di una superficie i:,. 

Con un procedimento analogo si vede che una superfìcie i\ è perfetta- 
mente caratterizzata dalle condizioni: 



8' log V E, 8 log vX aiogvG, \'G, ^^ 
dudv dv du y^ ' 



2 
2 



2 aMogv ^E, _ 2 g log \ E, d log s G, piogv jg. y 
"8»* dv dv \ dv ) 



+ 






§ X. Le trasformazioni delle superpicip 2,, 2,. 

26. Intorno alle superficie 2, e 2, sussistono alcune trasformazioni che 
si fondano sul seguente teorema : 

L'inversione per raggi vettori reciproci (tra^forniaaiom I) trasforìna una 
superficie 2^ in infinite nuove superficie ^i, e trasforma parimenti una super- 
ficie 2, in infinite nuove superficie 2^. 

Consideriamo anzitutto una superfìcie 2,; secondo i risultati da me sta- 
biliti in una precedente Memoria (*), ponendo: 

? = \^i-ay + {y.-hy + {z,-cy (loi) 



(*) Sulìe superficie a linee di curvatura isoterme. [Rendiconti del Circolo MatemaUco di 
PaleiTOO, t. XVII, p. 275], 
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avremo por la 8U[)orfìcie trasforniaUi : 

1 1 

-%> = ^^'-' ì^' 2 ^ -V. (;«. - «), ' (10-2, 

La funzione p definita dalla (101) soddisfa al sistema simultaneo : 

rp _ _l_^ dj_ L ?^ Al • .) v l. r. V C) y (r — n\ 

d H- ~ <ÌE, dH dn' -ÌG, d v dr '^ " ' "*~ ' ^ " ' ' ' '' 

g^p ^ gio^^v Et gp . gio^\ ( ì, d? [ /^^)'n 

diidv d V d u ' d u d v .' 

dv-~ ^2Et dn du^^lGt dv dv -t--'»' + ^ iZi^^^A^r. -o] 
Dalle (10i2) derivando otteniamo: 



dn dn p 3« 



a log V <;/'." ^ gioK\ (/. _ 1 d± 

dv dv ? d v' , 

^ } (104) 

d log \ /g'." ^ 8 log \ E. _ 1 g_p , 

du ~ dn ? dn' 



d log V A\"' ^ 8 log \ E, _i d?_ ^ 
dv dv ? dv' 

Da queste derivando ancora e tenendo presente le (103), avremo : 

riog \ GV^ ^ g' log s g: 1 d? 39 
dndv dndv p' 9 « 8 « 

_ 1 /glogvj; di , 8 log \ (j; g p\ 
p \ gw gw"^ dn dv) ' 
D'altra parte : 

8 log \ ^' g log s QF _ g log \^ g log \ GJ , 1 gi. g_p_ 
g « 8 it 8 « g H p" g « g « 

_ 1 /' g log \ 'E, di i g log V ^. gi\ . 
p l gt' g" ' dn grj ■ 
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Quindi sottraendo : 



y log \ g;'> 8 log \ E['^ d log \ gr^ ^ 8' log y/G. g log y/A^ 8logv/g 
8M8t; dv dn dudv dv du ' 

Ma si ha inoltre: 

\ Gp~\ or ' 

e soniinando colla precedente e tenendo presente la (97) si ricava adunque : 



a' log \ g;" a log \ jB •» a log \ gi» , \ ■&'.» _ ^ 

— I — = — u. 



dudv 



dv 



du 



V GJ'» 



(105) 



27, Ciò posto conviene esaminare la quantità 2 ^ ^» ('"i — *)» ^'^^ scri- 
viamo per disteso ;• cioè : 



22X,(aj.— a.) = 



1 



\ £-'. G, 



2 (35, — a) 
a a?. 

a« 
ai; 



'2 (»/■ - 6) 

a» 

dv 



2 («. - e) 

du 

dfi 
dv' 



Quadrando e tenendo presente la (101), avremo : 

d_i 
du 

E, 



[22X.(..-a)]=^|4p 



li 
du 

a? 
dv 







d± 

dv 




G. 



ossia 



[S.x.(.-„)j=*,-i.(|i)-l(|i)-. 

Ora quadrando le (102) e tenendo presente quest'ultima ricaviamo : 
\\ E\V \\EJ 9 ^ ' 



+ 



4^, 



P P 
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Infine derivando le (f04) ed eliminando colle (103) le derivate seconde 
di p, dopo ridnzione otteniamo: 

^ aMogv/G?> ,, a lo^r K'Gf a]ofrv^;^ , i d\o^^\'Crf Y , /_!__ IsJWV^ 

_ .> aMo<rv"rr; _ .,aio^W"if?r aio^^//';» . / aio<rv/gr y'' , / j_ a y/ A\ r 
^ a «' "■ a " a j^ ^ l a " j ' ly «. a ^' ; 

Sommando colla precedente ed osservando la (99) si ricava : 

^aMog^ _ ^ajo^M! dj^iBl (d±^^M!,\' 

^ dir " d u da \ a H ì~^ 

(106) 



^- 



/ 1 av/Ar y. pi'^Y=o 

V^i'^ ai' J"^ \Vè;v>/ 



Adunque le linee di curvatura della superficie tiasformata soddisfano 
ancora le (105) e (100); possiamo (luindi concludere che la superiicie trasfor- 
mata è ancor essa una superficie i,. 

In modo analofro si dimostra che l'inversione per raggi reciproci tras- 
forma una superfìcie ^i^ in infinite nuove superfìcie i:^. 

d'w' 
È utile osservare che in forza delle (91) T invariante ^j=à della superfì- 

eie 2, rispetto air inversione, coincide con l'invariante H dell'equazione di 
Laplace relativa al sistema coniugato iniziale (G); similmente l'invariante 

^7=? della superfìcie i:» coincide con l'invariante H, 



§ XI. Determinazione dei sistemi coniugati (G) a invarianti uguali, 

ASSEGNATONE l' INVARIANTE. 

28. Per quanto abbiamo visto precedentemente, assegnare l' invariante 
di un sistema coniugato (G) equivale ad assegnare una soluzione dell'equa- 
zione di 4.^ ordine ((il). 
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Sappiamo inoltre dal § Vili che data una soluzione co dell'equazione (64) 
si hanno oc* sistemi coniugati ((?) a invarianti uguali, che ammettono per 
invariante la funzione 

\sena) du dv) 

Per determinarli effettivamente occorre integrare il sistema completo (73), 
(74) ; indi si porrà : 

3© 1 O— co9(0 — Cu) 

du~ ^2W 2 dv 

d9 1 a + co 3 (O + co) 

dv <^2W^^ 2 du 

Nota in questo modo la funzione 9, si avranno dalle (30) le funzioni E, 
F, G, e dalle (40), (41), (47) le funzioni D, D\ 

Determinate così le quantità E, F, O, i), D" si determineranno le fun- 
zioni Xj i/, z integrando il sistema completo (7), (8), (9). 

29. Però dopo i risultati ottenuti al paragrafo precedente possiamo 
stabilire un metodo mediante il quale si possono dedurre con soli calcoli al- 
gebrici e di derivazione da un noto sistema coniugato {G) a invarianti uguali 00' 
sistemi coniugati (G) a invarianti uguali aventi in comune col primo l'in- 
variante. 

Invero da quanto è dimostrato nel sudetto paragrafo discende facilmente 
la proposizione : 

Da un noto sistema coniugato (G) a invariaìUi uguali^ applicando la tra- 
sformazione L 1 L~ * (0 la trasformazione L' ^ I L) si hanno infiniti sistemi coniur 
gali {G) a invariapiti uguali dipendenti da tre costanti arbitrarie. Tali sistemi 
coniugati {G) avranno in comune col sistema coniugato iniziale V invariante. 



§ XII. Le trasformazioni degl'invarianti dell'equazione (64). 

30. Abbiamo risoluta nel paragrafo precedente la questione di deter- 
minare i sistemi coniugati (G) a invarianti uguali assegnatone l'invariante; 
ora vogliamo stabilire una trasformazione per l'invariante, ossia una trasfor- 
mazione per gl'integrali dell'equazione (64). 
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Tale trasforniazioiie si riassume nel seguente teorema : 
Se (ù è una soluzione della (iH) il sisteìna di equazioni (73), (74) è iUiiuìr 
tatamenfe integrabile ; si avrà dall integrazione una funzione O con tre costanti 
arbitrarie che sarà una nuova soluzione dell'equazione differenziale di ^.* or- 
dii^ (iyi). 

Per la dimostrazione scriviamo la terza delle (73) sotto la forma : 

1 a- n ^ J_ a (Q + (o) 8 (o — a>) L_-^l^. (107) 

sen iì dud v cos w — cos d dn dv sen (ù dudv 

Tenendo presente quest'ultima si ricava facilmente che la (74) si può 
anche scrivere come segue : 

4]F'^(co.O-cosco)-l-/iL ^^» + -)g("-») - 

^ ' sen iì dudv dv dv i /iQg\ 

— (cos n — cos (ùY I T — 5— I • 

^ '' \sen n dt*dv j 

Ora dalla (107) per derivazione tenendo conto delle (73), (74), (107) dopo 
riduzione si ottiene : 

dit^\seniìdudvì~du^\sen<^dudv)'^^^^ 2 du 

1 n — ta a (n — <■>) . 

Inoltre da questa derivando rispetto a « e tenendo sempre conto delle 
(73), (74), (107) sì ha : 

_i ( ^ g'" \-p to g'^ I / * g''J_V' — 

» ^^[aenCìdndvj dudv ^' [aen <.> d u d v ) 

1 n + w g— w 8 (n + «^) a (» — ") , 

— ^jyr sen — |— sen ,^ g ^ g p 



dud 



ossia per la (74) : 



dudv 



d V ^ ^ Isen a « a « j ~ '^^ 8 « a w 



1 X. 1 a'w 

riF^ (cos a> — cos n) ^^^ ^^^ 
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^7 



Infine facendo uso della (107) scriveremo: 

-^V-log -z r— I = COtO- h i TT72 (COSW— COSO)- 



1 



3-0 

sen g H 8 i; 



1 , , 8 (o + w) 3 (n — (o) 

5 (cos co — cos o) - ^ ^ ^ ^ ^ ' 



4 W 



d H 



8^ 



e per la (108) : 



a<<at^ ^^Vseno dndv)~^^ dndv ^sen diidv) 
ed è così stabilita la proposizione. 



XIII. Le trasformazioni dei sistemi coniugati (G) 

A invarianti uguali. 



31. Completeremo i risultati ottenuti nel paragrafo precedente dimo- 
strando il seguente teorema: 

Se a?, «/, z 80ÌW le coordiìtate d'un punto che descrive un sistema coniu- 
gato (G) a invarianti ugimli, poìiendo : 



da 

dv 



^-.^dx^ avi 

du du 



dv dv 



= e-'* 



du du 



-? = e-'v '■- 



dv dv 



_ <» 



— e '^ -^ — 



v> 



dz_ 

du 

dz 



(109) 



d V 



si avranìw per quadrature tre funzioni ;, vi, ^ che sofw le coordiìtate di un 
nuovo punto che descrive un nuovo sistema coniugato {G) a invarianti uguali. 
Infatti si verifica facilmente che le (109) sono coesistenti; inoltre sulla 
superficie luogo del punto ;, vi, ^ le linee u v sono coniugate, e si ha : 



la M/ \d v) 
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e per conseguenza : 



8logv/G- _a_^ i 121' (12|' 



! 1 I ' I 1 I 

8logN/F _^ |12| , I 12 r 
du ~dti^\ 2 i^j 2 I 

32. Ora supposto il sistema iniziale {G) ottenuto col procedimento in- 
dicato al § XI, denotando con H^ l'invariante del nuovo sistema coniugato, 
sarà : 

du dv ' 

e sostituendo per fl" e 9 le loro espressioni effettive : 

__1_ o — co 0+0) g(o + 6i) 3(0 — to) / 1 g^o) y 
^'-YW^^^ 2 ^^^ 2 a te dv "Iseno) gieatj * 

Questa infine tenendo presente la (74), la (107) e la (108) facilmente si 
riduce alla forma: 



' \senO dndv) 



Le formole (109) danno adimque per quadrature una trasformazione per 
i sistemi coniugati (G) a invarianti uguali che chiameremo trasformazione G; 
mediante la quale la funzione w si cambia in O e l'invariante -ff in fl", . 

Frattanto rimane stabilito un metodo di trasformazioni per i sistemi 
coniugatix (G) a invarianti eguali, che consiste nel comporre la trasforma- 
zione LIL~^ (0 la trasformazione L~^ IL) colla trasformazione G. 

Sembra assai notevole che l'applicazione successiva ed illimitata di questo 
metodo di trasformazioni richiede soltanto successive quadrature. 



Transformations of Minimal Surfaces- 



(By Luther Pfahler Ejsknhart.) 



xn a Memoir published by Calapso in the Annali (*), the author has 
(leveloped at length the theoiy and transformations of a class of surfaces, 
discovered by Guichard (**) and characterized by the property : 

Given a surface N of the class ; « there exists a surface N' having the 
same spherical representation of its lines of curvature as the surface iV, and 
such that if ri, r^ are the principal radii of curvature of A^, andr',, r\ the 
corresponding radii of N\ one has 

^1 ^''2 + ^2 ^'1 = const., (I) 

the Constant being different froni zero ». 

Calapso has shown that, if a surface he referred to its lines of curva- 
ture, the necessary and suffìcient condition that it bc a surface N is that 
either of the foUowing conditions he satisfied : 

{\G -^ — \E ^\ = G + E, (III) 

l \E \GI ^ ^ 

where the functions E^ (?, D, D" are the fundamental quantities of the sur- 
face. According as a surface satisfies the first or second of these conditions, 
it is called by Calapso a surface of Guichard of the first kind or of the 
second kind. 

In the present Note we show that one of the surfaces parallel to a min- 



(•) Alcune superficie di Guichard e le reUUive trasformazioni [Annali, ser. ITI, voi. XI, 
p. 201-251, (1906)]. 

(**) Sur les Surfaces isothertniques [Gomptes Rendus, voi. 130, p. 159]. 
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ìmal surface satisfìes (II) and that the surface iV associateci with ìt after 
the manner of the above theorem is a sphere. After deducing these results 
in § 1, we apply in the subsequent §§ the results of Guichard and Calapso 
to this group of surfaces of Guichard. We sliall refer to these particular sur- 
faces as surfaces P. 

Guichard has shown that from a surface of the first kind one can de- 
duce an infìnity of isothermic surfaces referred to their lines of curvature 
each of whìch is the locus of a point A situa ted on an isotropie tangent to 
the surface iV^ In § 2 it is found that tliese transforms of a surface P are 
minimal surfaces; hence we bave a transformation from the minimal sur- 
face, S, which is parallel to P, to new minimal surfaces, which for conve- 

nience we shall cali the surfaces S, 

In § 3 we apply ^ to the P-surfaces parallel to the surfaces S (cali theni 

the surfaces P) the Guichard transformations and find that the determina- 
tion of ali these transformations requires only quadratures. However, these 
new minimal surfaces are imaginary. 

In § 4 we apply to the surfaces P the transformation of Guichard in 
which +i has been replaced by —i and vice-versa. Among the infìnity of 

transforms of a surface P there is always one real minimal surface otlier 
than the originai surface S. 

In this manner we can obtain from a given minimal surface an infìnity 
of real minimal surfaces, wliose determination requires the solution of a 
pair of Ricca TI equations. The relation between the originai surface and any 
one of these transforms is perfectly reciprocai, so that when the transforms Sj 
of S bave been found, one can get the transforms S\ of the surfaces S, by 
quadratures. 

Calapso has shown (*) that, given any isothermic surface, a surface of 
Guichard can be found by inverting the transformation of Guichard. In 
§ 5 we apply this inverted transformation and also its conjugate to the sur- 
faces S, and in both cases we find that ali the transforms are imaginary. 



(•) L. e, pag. 230. 
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§ 1. SURPACES P. 

Consider the minimal surface S with the Hnear element 

d8' = e'^{du'-\-dv'), (1) 

and for which the coefficients of the second quadratic form are 

Z) = — 1 , D" = 1. (2) 

Now the linear element of the spherical representation is 

d8' = e''^{du' + dv'), (3) 

and the Gauss and Codazzi equations are satisfied, if is a solution of the 

equation 

8»0 , 8»ft_ .,^ ,,. 

If we denote by X,, Y,, Z, ; X,, Y,, Z,; X, Y, Z the direction-cosines 
of the tangents to the curves t? = const, ii = const and of the norma! to 
the surface respectively, we have (*) 

ì (5) 

and similar equations in the y8 and /«. 

A surface parallel to S at the distance a is given by 

$ = aj — aXj ri = y — aY, ^^^z — aZ. 
The fimdamental quantities of thìs surface are found to he 

E={e^ — a e-*)', F = 0, = {e9 + a c-«)«, 

JD = — e"» (e« — a e"®), Z)' = 0, Z)" = e"» (e* + a e""»). 



(*) Bianchi, Legioni, voi. 11, p. 336. 
Annali di McUemaiica, Serie III, Tomo XIII. 33 
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Theso oxprossions satisfy equatiou (li), if a = 1 and only in this case. 
Henoe the surFace detìned J)v 

l = x — X, r.=y—Y, l = z — Z, (6) 

is a surfaco of Glichahd of the iìrst kind; \ve desigrnatc sucli a surfaee by P. 
From above it is seen that the fundaniental quantities for P are 

E = 4 sinh' e, (7 = 4 cosh* 6, 7> = — 2 e" « sinh 0, /)" = 2 e"» cosh 0-. (7) 

Calapso has shovvn (*) that the necessary and siiffìcient condition that 
a surfaee be a surfaee of Guichard is that the hnear elements of the sur- 
faee and its spherieal representation he reducible to the respective fornis 

rf g' = e*' (sinh- Bdn^-^ eosh'^ e d r ) ) 

J (8) 
d G * = (cosh e + 7/ sinh w)* d n' + (sinh e + Hcosh ey d v\ ) 

the iines of curvature being parametric, and the functions i, 77 and h being 
sohitions of tlie system of equations 

^ = (/f + eothe)|^. |:?=(//+tanhe)|A. 

du ^ ^ cu d V ^ ^ d V 

5— ì -r Q— r + ^oth e ^— ^H- tanh e ^-i ^'tt^ q- q~-+ / (^) 

d u* 3r dn dv i^uiìve otidu [ ^ 

^ J. f - f - + (cosh e + 77 sinh 0) (sinh e + 77 cosh e) = 0. 

^ cosh* ^drdv^ ^ ^ ^ 

In order that (3) niay take the forni of the second of (8), we must bave 

cosh e 4- 77 sinh e = e"®, sinh + 77 cosh © = — e~^ 

from whìch it foUows that 

e = o, 77= — 1. (IO) 

Moreover, the Ih-st of (8) reduces to (1), if 

e' = ± (11) 

In conse(|uence of (4) eciuations (9) are satisiìed by the above values 
(10), (11). 



(•) L. i-., |). 1214. 
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Calapso has shown (*) that the surface iV', which is relaled to N in the 
nianner stateci in the theorem leading to the relation (I), is defined by the 
forms (8), where now the functions ^, -ff,, b, relating to A"' are given by 

e'. = e-' (l — //•), sinh e, = lElj^i [sinh (I + H') + 2 if cosh el , 

cosh e, = - —yp eosh e (1 + J/') + 2 if sinh el . 

When the surface iV is a surface P, the surface JV' is the unit sphere 
upon which the Gaussian representation of P is niade. 



§ 2. The Transformation of Guichard. 

GuicHARD (**) has announced the foUowing theorem : 

Given a surface satisfying conditions (8) and (9), a function <p can be 

determined in such a way that the surface S defined by 

x = l+ef{X, + iX,), y=.'n + ef(Y, + iY,), z = X. + ef {Z,+iZ,) (12) 

is isothermic. 

Calapso shows (***) that the function 9 is determined by the following 
pair of ilhmitably integrable equations : 

I? + i f- = — sinh cosh (? — — 

— i tanli e ? '- — -^ cf iW sinh + 2 ^cosh e), 
i ^ + -,.- = cosh sinh h — t) — 

— coth f^ + \ ef-' {H' cosh + 2 fl^sinh e). 

8te 2 ^ ^ 



(*) L. e, p. 214. 

(♦♦) L. e, p. 161. 

{**•) L. e, p. 2iì4. 



254 Eisemharl: Transfwmations 



When the surface of Gcichard is a surface P, these reduce to 

^ + i^- = -iV ef~^ — e'f sinh , 

In consequence of (5) and (6) we get from (12) by diflerentiatioa 

1^ = 2 sinh X, + ef (X. -t- » X,) (4^ et* — c'f sinh dì — ef"» X, 

'^'^ l« / ^ (14) 

1^ = 2 cosh 9 X, — f cf (X, + » X,) I ^ «*"• — e"? cosh j + 1 ef-» X, 

so that 

F= . (Il)- ..,. y= . |5 II - 0. G = . (||) = ,r ,.5, 

From (14) we fmd that the direction-cosines, X, Y, Z, of the normal to 
the surface S are of the form 

X = e-f (X, - * X,) + X. (16) 

By diflferentiation we get 

cu cu av V ^ ' 

so that 



i) = -2|^|^ = -l, 2)' = 0, D'' = \. (18) 

Hence S is a minimal surface, and the linear element of its spherical 
representation is 

dl;' = e-'f(du' + dv'). (19) 

Denoting by X,, Y,, Z,; X» ^%^ ^2, the direction-cosines of the tan- 
gente to the curves v = const., u = const. respectively on Sj we have 

CU V 
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which in consegue noe of (14) reduce to 

X = (~ ef-« + c-f sinh o] X, + (-^ er o — e^f sinh oì i X^ — e"® X, 

"^ • ^ 1 (20) 

i ^2 = (y e^*"* — e-f cosh o] X, + (^ e?® + e"? cosh e] i X, — e"« X. 

If ef be replaced by p, equations (13) take the Riccati form. Hence there 
exisls a famìly of imaginary minimal surfaces depending upon a parameter, 
transforms of P and consequently of S; and the complete determination of 
Illese surfaces requires the integration of a pair of Riccati equations. 



§ 3. GuicHARD Transformations of S. 



Since S is a minimal surface, we bave a new surface P^ parallel to Si 
From (6), (12) and (16) it follows that this surface is defined by equations 
of the form 

f = $ + cf (X, + iX,) - e-f (X, -iX,)- X. (21) 

We apply to P a transformation of Guichard. From (12) it follows that 
the transform Si is defined by equations of the form 

«,=l4-ef*(X, + iX,), (22) 

where <p, is a solution of the equations 

In consequence of (20) and (21) equation (22) is reducible to 

a?, = 5 + (1 + cfi-«) [ef (X, + i X,) - e-f {X, - i X,)] ~ (2 efrB + 1) X. (24) 

On replacing $ + X by a; in this equation, we get a transformation in- 
volving two parameters, which changes the originai minimal surface S into 
another minimal surface Si . 
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If equations (23) be vvritleii in the form 

and be compared wilh (13), it is seen that a solution of them is given by 

e?» == — e^ 



Hence, since equations (23) are of the Riccati type, they are integrated 
compie tely by quadratures. Therefore, the complete determination of the 
doubly-infinite group of surfaces Si defined by (24), requires the solution of 
a pair of Riccati equations and quadratures. 

Evidently the transformation determined by (25) leads to S itself. We 
inquire whether any of the otlier surfaces S^ are real, when S is real. 

Il we put 

where a and p are real, equations (13) are replaced by 

g- = 1-^ e*"® — e"* sinh 6 1 cos |3, ^ = j^ e*~® + e~* cosh 6 j sin P, \ 

In like manner, if 9, is real, equations (23) can be written 
g— = I i^ eh'" — e't' cosh al cos p, ^ = — j-^ e?i"* + e"?' cosh ai sin p, 

du cv \z J 



3t; 3 ti 



= — j-^-^- eft « 4- e f« sinh al sin p. 



In order that the first two equations of these two sets be consistent, 
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wo must have 

, e?' « — e" ?» cosli a -- , c*^fi - ;- c~« siiih = 0, 

^, e?» • ~r c~ f « cosli a 4 - ^^ e*^ + c~* cosh = 0, 

from which by addition we get (25). Hoiice of ali the snrfaccs definM by (24) 
S is the onìy real onc. 



•i. CONJUGATE GUICHAUD TrANSFORMATIONS OF S. 



We apply now lo the surface I\ defined by (21), llie conjugale Iransfor- 
mation of Guichahd, that is, tlie Iransf'ornialiou witli + i replaced l)y — i. 
Now the eqiialions analogous to (2*{) are 

;t— * — i ^ ^ = ,, c^»-f — e" ®« siuh 9, i ~ — V— = — \jr e®'~f ^- e"*» cosh 9, (27) 
ón ov^l ^ ov cu 2 T' ^ / 

and the coordiuales of tlie Iransform S, are of the forni 

X, = 1 4- e®« (Xj — i X,), 
which reduces to 

x, = ^ + ef {X, + i X,) + (e««+« — 1) e-f (X, — i X,) — X. (28) 

As in the preceding case, if ;4-X l)e replaced by ir, tliis gìves a trans- 
forniatìon froni one minimal surface, S, to a double-ìn finite family of sur- 
faces, Si . Later we shall find a particular solution of equations (27) ; hence 
the complete determination of ali the above transforms of a surface 6' re- 
quires tlie solution of an equation of Riccati and quadratures. 

We inquire whether any of these transforms are real. On the assump- 
tion that 0^ is real equations (27) can be written 



du 



- = I ^ c®« * — e ®» cosh a j cos P, à~" = ( "òr ^*' * + e *• cosh a j sin p, (29) 
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o h ò-^ = -flT ^ * * — e •• sinh a cos B, 

ou dv \ii ) 

„, ,. ). ; 1 (30) 



— — ^ = I -cT e®*"* + e~^« sinli ai sin S. 



In order that equations (29) be consistent with the first two of (26), we 

must have 

1 1 

e^« • — e •• cosh a — -^e* * + e * sinh 6=0, 

1 1 

e*» * + e ®» cosh a — -^e* * — e * cosh 6 = 0, 

which reduce to the single equation 

c»i = 2 cosh a . e«'«. (31) 

Il is readily found that this value of 6i satisfies equations (30). 
Substituting in (28) and replacing $ by a? — X we get the equation 

a5, = a; + 2e'(cospX» — sinpX,) — 2X, (32) 

and similar expressions for y^ and z^ which define a real transform, Sj , of a 
given surface, S. 

By dififerentiation we get 

= \^e — "uuHiip — e? "; -Al — t; - * »iu 2i p ^2 — ^ ^~ " uus p -a, i 

(33) 



1^ = e'«-» sin 2 p X. + (e**"» cos 2 p + e"») X, — 2 e»"» sin p X. 

From these and similar expressions in y^ and «» we derive the following 
values for the direction-cosines of the normal to Si 

X' = tanh a X + ^5^ (cos p X» — sin p X,). (34) 

And the direction-cosines of the tangents to the curves v = const, 
u = const. on St are of the respective forms 

X',=2^^[(e*cos2p-6-*)X,-e*sin2pX,-2cospxl, 

1 (35) 
X'. = 2^^[c*sin2pX.+(c«cos2p + 6--)X,-2sinpx]. 
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Frora (32) and (:34) we gel 

2 X {a:i-^x) = -% 2 X' {x, -x)=% (36) 

and 

Hencc the line joining corresponding points on two surfaces S and 5, 
makes equal angies with the normais to the surfaces at these points. As this 
angle is not a right angle, the transfonnation is diflferent from the one due 
to Thybaut (♦). 

From (34) it foUows that the direction-cosines of the line of intersec- 
tion of the tangent planes to S and S, at corresponding points are 

sin p X, + cos p X, , sin p Fj + cos p Y2 , sin P Z^ + cos p Z, . 

Hence this line is perpendicular to the projection upon the tangent 
piane to S of the line joining the points of tangency on S and Si . 

Denote by $, vi, J[ the coordina tes of the point of intersection of these 
two lines. Since we must liave 

^X{l-x) = 0, 2X'($-a;') = 0, 

if we put 

$ = a- 4- X (cos P X, — sin p X,), 

it is found that 

^ = 2 cosh a. 

From the foregohig discussion it follows that each pair of solutions of 
equations (20) gives a real transform of S. The forni of these equations is 
sudi that the arbitrary Constant entering in the complete solution appears 
in both a and p. From (32) it is seen that the points, on ali the transforms, 
corresponding to a point on S He in the piane parallel to the tangent piane 
to S and at the distance 2 from it. 

We inquire whether the normais to the surfaces S and Si at correspond- 
ing points meet. In order that this may liappen two functions X and ja must 
exist which are sudi that 

a?o = a? + X X = a?! + (A X'. 
and si mila r equations in y' s and z s. 



(*) Bianchi, Lezioni^ voi. II, p. 2HM. 
Anncai di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 34 



^^'^^ Ei^*>mhnri: Tmunformalion^ 



U \]\p ,iIk)v#> vMJiieM \w: ^uhHtifuriHl, it Ls found thal these equations are 



X - — if»f «*OMh 



at. 



TfiM rpsiiif ^inr;ri>>its fhar *lus rran.sfonnation wliich we bave found coiii- 
'•jilps vith »MP *fv»v nii>iv lisfTiwrpfi by Bianchi (*) as an oulcoiiie of a 
fli**r»rp:n .r 'ii i .1 aru. A s •p;iiiilv found that the two transforniations are 
rlip <Hin** *^. rrofiì iie nv*»:4fucition of BfAXCHi we know that the locus of 
*hp :Knnt :ar., .;.., r,, s i -futarp .ipphirabie to a paraboloìd of revolution. 



fj \ i!rVEa:i£ T3AXSF0HMATI05S? 1>F GUICHARD. 

«ìal^vp?^ rvàsT -hown **^ iiat •h#» rnim^cormaticMi of Guichard can be inver- 
tett that i:*. f*ver- i>*>thermie ^irtiit'^ «"an fae «!Ott5Ìdered as derived froni a 
«fLi« H.\RD ^urtat'e by [ueausr '»f the •t>iis;tnii'tioa indicated in the Iheorem of 
tìLii.HARD. WV 4iail appìy this iiiv^^r^e tnm^^^onnatìon to the surfaces S. 

Ui the tlrst platee we solve et|uatioii:* . IH» and i^O) for X, Xj, X,, getting 

V, -1^1*?^-^ «? ?:>ìjih<*|X, -\ 1^^ * — »- 'co5^h^)iXj+e-?X, 

I t . - - \ (37) 

10 coiise\jueuce \}( these relation^ ei[uatioii ili) can be written 

.e - ; ^ 4 isinh x; - eosh 9 . i x: -f- X). ('*) 

11 S is vAuv taitiim^l surfaee and the linear element of its representa- 
iKHi IH NvulUn ut the fona (liM, the function ? must ^tisfy equation (4), But 



(*'») Vìw IWuiuUu* v>lf v-vunuirÌHon art* 

^ ^ cos/3 ie-^ 3* siiijS j«"^3^ 
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this is the condition tliat cquations (13) be consistent in 6. Hence (38) is the 

transformation from a surface S to P as well as equations (12) defìiie the 

transformation from P to S, Biit since equations (13) are completely inte- 
grable in for a particular o, it follows that each of the surfaces detined by 

$, = S — 2 (sinli 0, X, + cosli e, i x; + X), (39) 

where O» is any solution of 

|-? + i^Ji = 4 e? ^'-e-fsinhO., /^-? + ^il=] er^. - e ? cosh 0,, («)) 
cu 3 1; 2 a V cu "z 

is a surface of Guichard, P,, which is an inverse of the surface S, deter- 
niined by the function 9. 

From (37) it is seen that tlie du*ection-cosines of the normal to P, are of 
the form 

X' = — C-». X, + e^»i iX, + X. (41) 

Denoting by S, the minimal surface parallel to P^, vve bave 

a:, = $, + x; 2/i = ^i + i% z,^i:, + z\ 

which by means of (39), (41), (12) and (20) reduce to 

x, = x + {l — e^rO) [e? (X, + i X,) — e'f (X, — i X,) — 2 X ], (42) 

and similar expressions for ^, and Zi . Since is a solution of (40), the com- 
plete determination of the doubly-infinite family of transforms of S defìned 
by (42) requires the solution of one pair of Riccati equations (13) and quad- 
ratures. 

If the differential quotients of 9 be eliminated from equations (13) and 
(40), we get 

a e, a e 



da du 



= ^ e" (^~^' — e ^) — e * (cosh 0, —- cosh 6) cos p 



+ 



+ i ijy e* (e ^' — e ®) -]- e' * (cosh 9i — cosh 0) sin p. 



i (^1 - 1-^] = I l^ e« (e 0. _ e 6) - e « (sinh 0. - sinh 6)1 sin p 



+ 



+ i 



^y e* (e ®« — e ®) + e ' '^ (sinh Oj — sinh 0) sin p. 



"ÌUtì FI i.^*>nh'ir^ Trrtmfformtitifmìf *^ Mimhim^l Smrftictsf. 



Froni thÌH ÌX toUtìW!* th*it for ) Aiut i ti> be real we inife4 bave 

j '^ ' **~^' — »r^ — *t~* r^oh ^i — jiiiih 9| = 0, 

whicli rfHtiu*ps co ^t = ^ Heiiff* iti die 'ninimaJ !?nrfi»ee traosfonns (tó) of S 

\W pii:^s riiitiUv ^11 ile •:!>** a wtiirii w»?^ ipf^y to the surfaees 5 the 
4'orijiurute inverse tmuirrormiiritni. Qi plai!e ^rf et{aiàtioQs |40> we bave 

\ ^ — * \ - = V '^**' *** — ^~^^uii ^ * ^ — ^^ — = — :^ ff~^^ — é~f cosh 9,, 
iui«l the «M ia::oG.> u' niu:^)n]iatiua ore *>c the twm 

IV>cee»iÌEur o:* in "Jie innuer L'u^^e. we tìmi that the condition that 0, be 
ival is 



* = _,f*-*,cf* ~^-*K 



whirh evùleiitly i:> ia»po.<5Mbie, 



Prj tK^Um 'l"iti»?r<itv. Jallua^^^ l 
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Sur les équations linéaires 
aux différences fìnies. 



(Par M. Walter B. Ford, à Ann Arbor.) 



Considéraiions préUminaires. 



iP, 



eiidant plusieurs années M. Dini a publié dans les Annali une 
sèrie de Mémoires intéressants sur les équations différentielles. Toules ses 
recherches se groupent, en dernier lieu, autour une expression qui se trouve 
dans le premier Méinoire (janvier, 1899) pour l'intégrale generale d'une équa- 
tion diflférentielle linéaire du n^"^ ordre; celle expression a la forme d'une 
sèrie inlìnie doni le m^"*^ terme esl une inlégrale déflnie nirtuple qui dèpend 
non seulemenl des coeflRcienls de l'équalion donnée, mais aussi de n fonc- 
tions arbilraires. Pour un choix conveiiable de ces fonclions il peut arriver 
que l'inlégrale generale prendila une forme qui fail voir directemenl ses prò- 
priélés les plus imporlanles el c'esl ainsi, en parliculier, que dans son 
deuxième Mémoire (avril, 1899) M. Dixr Irouve que sa méthode s'applique 
à l'elude des inlégrales de cerlaines équalions diffèrenlielles linéaires quand 
on considère ces inlégrales pour des valeurs Irès grandes de la variable in- 
dépendante. De celle manière, il arrive à un Ihéorème general qui donne, 
conime conséquences spéciales, beaucoup des résullats importanls de M. Poin- 
caré (*) publiés en 1885, ainsi que cerlains résultals plus récenls de M. Kne- 
SER (**). Mais, ce n'est pas ici le lieu d'énumérer loules les applicalions et 
tous les résultals nombreux que M. Dini a trouvé dans celle sèrie de Mé- 
moires; il suffit de remarquer que sa méthode est tout à fail originale el 



(*) Sur les équatioìis linéaires aux différentielles ordinaires et aux différences fìnies 
American Journal of Mathematics, Voi. VII. 

(**) Untersuchung und asymptotiscìie Darstellung der Integrale gewisser linearer Biffe- 
fenticUgleichungen bei grossen reellen Werthen des Argufneuts ; Journal de Creile, t. 120, 
pp. 267-275 (1899). 

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XIII. 35 
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qu'elle ne laisse rieri à désiror au point de vue ni de sa généralité ni de la 
valeur des applications que l'on peut en faire. 

Le caractère de celle niélhode d'éludier les équalions différenlìelies ainsi 
que l'analogie bien connue entre la Ihéorie de lelles équalions el la Ihéorie 
des équations aux dififérences finies nous porte à croire que l'on peul adapler 
la mélhode à l'elude des inlégrales des équalions de celle dernière espèce, 
el c'esl celle queslion que nous nous proposons dans le Mémoire acluel. 
D'ailleurs, il y a deux considéralions spéciales qui nous semblent ajouler 
un inlérél supplémenlaire à celle recherche. Aulanl que l'auleur en sache, 
il n'exisle dans la liléralure acluelle sur le calcul des dififérences finies aucun 
Ihéorème analogue à celui que nous avons signalé plus haul relatif aux in- 
légrales de cerlaines équalions différenlielles linéaires considérées pour les 
valeurs Irès grandes de l'argument. Pour élre plus précis, si l'on a une équa- 
lion linéaire aux dififérences finies sous la forme 

Ao {x) tj(x + n) + A, {x) y (x -\- n—\) -f- A^ (x) y(x + n — %-\ 

\- A„(x)y{x) = Q 

où le coefficienl A^{x\ r = 0, I, 2,... n lend vers une limite bien déter- 
minée quand x = oq^ il n'exisle aucun Ihéorème qui exprime d'une manière 
explicile l'allure de l'intégrale generale y {x) quand x prend des valeurs Irès 
grandes. Il est vrai que M. Poincai^é, dans le Mémoire cilé plus haul, dè- 
li (x -\- 1 ) 
monlre sous les mémes hypothèses l'exislence de la limite lim ^ \ ' y{x) 



XsaOC 



etani une intégrale quelconque de l'équation donnée, et il Irouve la valeur 
de celle limile; mais, le bui que nous nous proposons est plutót de déler- 
miner le caractère de l'intégrale y{x) elle-^tiéme, de sorte que les propriétés 

du rapport 7~. » bien qu'elles ne soient pas le but de nos recherches, 

en résultenl comme conséquences spéciales (*). En second lieu, un théorème 



u (x 4- ì) 
(*) De regalile lim "——-"=== fc === wwe valeur déterminée on peut seulement conclure 

que, pour les valeurs assez grandes de x, il existe une relation de la forme 

y(x + ì)-h[»(x)-k]y(x)=:0 

où lim t(x)=sO. Quant à la fonction y{x) elle-méme, nous obtenons en effectuant l'integra- 

a=ioo 
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tei que nous venoiis de rindiqucr poiir les équalions aux dififérences finies, 

une fois ol)tenu, aurail une application directe à l'elude de la convergence 

P Ix) 
des fractions algébriques eonlinues. En effet, si l'on représente par tt^-t 

la n*^***^ réduite d'une quelconque des fractions algébriques continues qui cor- 
respondenl à une serie donnée de puissanees: 

a a -— a, X f- n^ x' -\ — • -r a„ x** -] (r = rayon fin convergence > 0) 

on sait bien (*) que chacun des i)olyn6nies F^ (x), Q« (x) considéré pour une 
valeur fìxée de x, satisfait à une équation lineaire aux dififérences iìnies du 
second ordre par rapport à la variable n, de sorte qu'en se servant d'un tei 
théorème on pourrait étudier la converjrence de la fraction pour la valeur 
donnée de x : ce qui veut dire, étudier Texistence et la valeur de la limite 

G'est donc un théorème de ce caractère special que nous avions en vue 
et nous croyons l'avoir trouvé dans notre Théorème III, aussi bien que dans 
le Théorème I. Nous comptons publier plus tard les applications les plus 
importantes de ces deux Théorèmes, surtout les applications à la question de 
la convergence des fractions algébriques continues. 

Enfin, avant d'aborder les considérations détaillées des paragraphes sui- 
vants> l'auteur se fait un devoir d'exprimer ici sa profonde gratitude à 
M. DiNi. En comparant les pages ([ui suivent avec les deux premiers Mé- 
moires mentionnés plus haut, on verrà sans peine tout ce qu'il lui doit, et 
que les présentes recherches eussent, en somme, été impossibles sans Faide, 
la direction que lui fournissait ainsi Téminent mathématicien italien. 



Uon de cette équation par les méthodes bien connues (voir par exemple Boole, A treatise 
on the calculus of finite differences, London, 1860, pp. 101, 102) 

y(j-) = c[i(j--l)-A'][f(r-2)-fe][«(j--3)-fc)...[i(r)-^i, 

r étant uno valeur quelconque fixée de or, et e ótant la valeur de y(r). Mais, cotte expres- 
sion a la forme d'un produit dans lecpiel le riombre des facteurs croìt indólìniment avec x, 
et par conséquent elle ne s'adapte pas, au moins en general, à Tétude de la question que 
nous avons posée. 

(*) Voir par exemple la thèse de M. Padé : Sur la représentation approcìiée d'une fono- 
tion par des fractions rationnélles, Annales de l'ftcole Normale supérieure, 3»ème serie, t. 9, 
supplementi p. 43 (1892). 
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2. Nous résumons, d'abord quelques relations générales du calcai d( 
différences finies. 

Représentons par 1/ (x) une fonctioii (réelle ou complexe) de la variab 
réelle x et supposons que eette fonction soit défìuie (*) au moins pour toi 
les entiers positifs x ^ un certain entier a > 0. Alors, la n*^^ diflféreni 
A"y(dj) de tf(x) est délìnie par la formule 

A" y{x) = y{x + H) — ni/{x-^n — ì)-]- \ 

et, avec les hypothèses indiquées cette diflférence constìtue évidemment ui 
fonction défmie comme y(x) au moins pour tous les entiers positifs x> 
Gomme résultat special de cette délìnition, nous remarquons tout d'aboi 
l'existence des expressions n'yix + n — r); r=^0, 1, 2,... n lorsque a?> 
De plus, pour les mémes valeurs de x les trois relations générales existen 

y {x-\- n — r) = y (j- i- n) — r A // {x -{- n — 1) 4- \ 

h(— irA'^i/(x f u — r); r = 0, 1,2,... H. j 

\'y(x ^- » -r) = y y(x) -+- (» — r) A^* ' y (x) + i 

_| |-A"y(dj); r = 0, 1, 2,... n. 

s' y (x) = à" y {x -\- n — r) — (n — r) A*-* ' </ (u; -|- « — r — 1) + 

+ ^^ ^-^2Ì ^ //(•»+ « — r - 2) — 

\- {- i)—' &' y (x) ; r = {), 1,2,...»». 

En eflfet, ces relations résulteiit directement quand on subslilue p 
différences diverses leurs valeurs déterminées par l'équation (1). 



(•) Nous einployons toujours le mot definì dans le sens ♦ déliiii d'une manière 
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Les formules (2), (3), (4) nous perniettent de faire les observations sui- 
vautes qui nous seront utiles dans ce qui va suivre. 

En nous bornant toujours aux valeurs de x qui sont des entiers posi- 
tifs, supposons que pour x>x la fonction y (x) existe et satisfasse à une 
équation linéaire aux différences fìnies de la forme ordinaire : 

«0 (x) 1" ij {x) + a, (x) A»- ' ij (u) 4- 7., {x) à"-' y{x)^ \-^n{x)y (x) = (5) 

dans laquelle les coefficients a^ sont des fonctions données (réelles ou com- 
plexes) de x, c'est-à-dire, quand x>ol la fonction y {x) existe et par con- 
séquent aussi toutes les fonctions Ay(ir), ^^y{x)^... A*'i/(d7) et pour les 
inémes valeurs de x l'éciuation (5) se vérifte. Alors, il résulte de ce que nous 
venons de dire que les expressions 

y (X -I- //), A y (x -f H — 1), \' y (x |- h — 2), . .. ^ ' y {x + \), ^y (x) 

existent quand x> x et, d'après la formule (4) il résulte aussi que pour les 
méraes valeurs de x ces expressions satisfont à une équation de la forme 

a, {x) A- y (x) 4- a . (x) yy{x-^l) + a, {x) a**-' i/ (a; H - 2) H !- ) 

-f- a, _, (X) ^y(x-[- n — 1) + a„ (x) y (x + n) = 0, ) 

les coeffìcients a^ étant des fonctions linéaires des coefficients «^ et étant 
déterminés par la formule suivante: 



^' ri 



(w-r)!'''' (w -r— 1)1 '''•-' ' (n — r --2)! ''''-' 



+ (-ir"^-| «.], r = 0, 1, 2,..., n. 



Réciproquement, si Fon a une fonction y {x) qui existe pour x>ol et 
satisfai! à une équation (6) dans laquelle les a^ sont déterminés en termes 
des fonctions données a^ par les relations (7) cette fonction satisfera à l'é- 
quation (5) pour toutes les valeurs indiquées de x. En effet, il résulte de la 
relation (1) que les expressions i/ (a;), A i/ (ic), ^^y{x),... ^**y{x) existent pour 
x>(x. et en méme temps, la relation (3) nous permet d'écrire l'équation 
donnée (6) sous la forme 

a'o {x) A- y (x) + ol\ {x) A" ' y {x) ^ \- c,\ {x) y {x) = 
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IH 'jt^ <*n#»fficients jì\ S4>nt déterminés par les équations 

ir **! {n— 1)! (r— 1)! , r! 1 

r\\\n — r)\ (w — r— 1)! 1! 01 J 

r = 0, 1, 2,... n. 

.H*«{uelles suivant les relations données (7) se réduisent aux autres aV = a^. 

.Vinsi, on peut toujours remplaeer une équation linéaire aux diflférences 
rtnies, ayant la forme usuelle (5) par une aulre de la forme (6) de manière 
cpie lorsque la fonction y (x) est une intégrale de Fune pour a: >^ a elle sera 
auHsi une intégrale de Tautre. 

Plus généralement, on peul démontrer au moyen des relations générales 
«II. \ì\ (3) et (4) que si Fon a une équation linéaire dans n'importe quelle 
des formes suivantes 

», {X) A" 1^ (X) -f- :l, (x) a-' y (X) -^ X, {X) A- ' y {x) — , , . ^ 

a, {x)^r y{x)n-a, (x) \'"' y (x ^ {) -^ m {x) a"- y {x - ì) ^ ^ 

/ (8) 
— a, (X) // (jc -t- II) = 

A^ (x) y(x-^ n) — Ai ix) y(x-n — \)^A. (x) y(x — n — ±)-\ f- 

~AAx)y(x) = iò 

il est possible de trouver une équation ayant Fune ou l'autre des deux autres 
fonnes et telle que si y (x) est une intégrale de Tune lorsque a; > a elle sera 
de méme une intégrale de l'autre pour les mémes valeurs de x. 



Le premier ihéorème (*). 

3. Cela pose, nous allons nous occuper de l'équation de la deuxièii:::::::;^^ 
des formes (8) : 

a, (X) A"^ y ix) -r cu {x) y ' y {x -^ ì ) -i , aAJC)y(X'+- n) = ^9) 



(*) On troiive l'énoncé du théorème dans le § 8. 
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en supposant que les coefficients a sont des fonctions connues (réelles ou 
complexes) de la variable réelle x, Eii nous hornant toujours (comme il suffit 
pour les applications usuelles) aux valeurs entières positives de a?, suppo- 
sons que les coefficients a soient déiìnis pour tous les entiers positifs x> 
un certain entier a>0. 

Supposous aussi d'abord que la fonction y (x) qui joue le ròle d'inté- 
grale soit donnée et soit définie (coninie les coefficients a) pour toutes les 
valeurs de a? > a. 

Ghoisissons maintenant une fonction arbitraire z (x) qui est aussi définie 
pour ic>a. Pour toutes les valeurs dea^^a + l nous pouvons donc écrire 

>• ss jr* I 

2 ^(J-.)K(x,)A-.v(a;.)+a, (x,)A"-' j/(ic, + 1)H h ( /jqx 



arresa 



-hciAx^)y{x, + n)] = 



où la somniatiòn a rapport (de la manière ordinaire) aux entiers Xi qui se 
trouvent entre a et a; — 1 (a et x—i compris). Nous allons considérer d'abord 
certaines transformations qui sont possibles pour le terme 

'2 ^{xr)a^{x,)^'-y{x,+r)■, r = 0, 1, 2,... (»-l). (11) 

Or, en general ti (x) et v (x) étant deux fonctions définies pour a? ^ a on 
peut écrire pour toutes les valeurs de a? > a + 1 

'2 w (i^t'i) A v{x,) = u (Xi) V (X,) p"^— "^*2 v{x, + ì)^u (x,) (*). (12) 



En efifet, avec ces hypothèses on sait que les dififérences a u {x), a v (x) 
existent pour a?>a de sorte que pour les mémes valeurs de x l'expression 
u (x) ^v{x)-\- v{x-\-ì) \u {x) existe et quand a; > « + 1 on peut écrire 

2^ [u (x^) A V (Xi) — v (aj, + 1) A ti (Xi)] = 

n (cci) v (x^ 
Mais, cette formule est, en efifet, la formule cherchée (12). 



(*) Nous posoiis toujours \{{x)\ =f(à) — f(a) et [/'(x)]i«a = /"(«)• 



jezsa 
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Gela pose, retoumons au terme (11). Avec les hypothèses actuelles pour 
a^ (x) et z (x) la fonctìon z (x) a^ {x) sera définie pour toutes les valeurs de 
a;> a et, suivant la défìnition (1) telle sera aussi l'expression A""**"* y (aj-f-r). 
Par conséquent, nous pouvons appliquer la formule (12) au terme (11) en 
prenant u{x) = z (x) a^ (aj), v (x) --= A"**^* y{x + r). Nous obtenons ainsì pour 
toutes les valeurs de a5>aH-l 

2 z {x,) a, (x.) A"-;!/ (x, +r) = 

x^zza 

= \z{x,)a,.{x,)\'—'y{x, + r)\ — 2 A-'- t/(a;, +r + l)AU(a;,)a,(a;,)!- 

Mais, on peut de nouveau appliquer la formule (12) à la sommation qui se 
trouve dans le second membre de cette dernière équation, de sorte qu'on 
a anssi 

2 e (x,) a^x,) \"-^ y {x, + r) = 



"" ir 



+ 

a 



= \z (a;.) a, (aj.) A""^' y{xt+r) — ^\^ (x,) a, (x,) ] a » y{x,+r + 1) P" 

"" 2~' A ' y{x,+r-j-^)à'{z {x,) a. (x,) | . 

Après n — r applicati ons pareilles de la formule (12) nous obtenons pour 
toutes les valeurs de a? > a + 1 la relation 

4-(^l)— 2 y{x,+n)^-''\z(x,)a^{x,)\, ^ ^ ^ 



a?f:=a 



où 



(r = 0, 1, 2,... n — 1) 

P, (a;) = z {x) a, (o^) A""- 1/ (a; + r) — 

— A|2(a;)a.(a;)|à"-'^'i/(a5 + r+l)H J (14) 

H h (— l)"-'-' A— ■-• |2 («) a, (a!) I i/ (a; + « - 1). 

Enfin, en donnant à r ses valeurs successives 0, 1, 2,... (n — 1) et en 
nous servant de la relation (10), nous obtenons la relation suivante pour les 
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valeurs de a? > a + 1 : 



[Po (X.) + Pi (x,) H h P.., (a^of 






ac,=Jt^l V (15) 



X|sa 



+ ^'[^(x,) a_, {x,) ] h (~ 1)" àr[z{x,) a, (aji))] =0. / 

Mais, suivant la définition (14), nous trouvons immédiatement que 

Po {x) + P,{x)-\ hP«_i {x) = Po {x) A"-' y {x) +p, {x) à-' y {x+\) -\ h 

Pn-i{x)y(x + n — \) 



où les expressions Po{x), pi {x)y... p„ (x) sont déterniinées par les équations 
suivantes : 

Po (x) = z (x) ao (x) 

p, {x) = z {x) a, {x) + z,\[z {x) ao {x)\ = z {x) a, {x) — Apo {x) 

p, (x) = z (a?) a, {x)-\-z,ti\z (j?) a, (x) ) + £, A' ( (a?) a, (a?) 1 = 

= z {x) a, (x) — tip, {x) \ (16) 

Pn^x {x) = z (x) a„_, {x) + z,^[z (x) a,., {x)]-^ 1- 

+ e, . I A"-M ^ (x) ao {x)]=z (x) a,. , (a?) — A p,^, (x) 

avec Sr = ( — 1 )'^- 

Par consé([uent, si nous posons encore 

p^ (x) = z (x) a, (x) + ei di{z(x) a„_, {x}-\ 1- 

+ 2, A" ( ^ (x) a, {x)] = z (x) a, (x) — A j>,., (x) 

l'équation (15) prend la forme 

p, (x) A"-' y (x) + j>i (x) A"-' i/ (a?+ l)p, (x) A-» f/ (a; + 2) -4-- • « 

+ 1>— i (^) t/ (a; + n — 1) = 

= 2 l/(a?, + w)Z(a;,)+c 

où 

Z(ir,) = -p.(«) (19) 

et 

c=[p,{x)\'-'y{x)^p,{x)\"-'y{x+i)-{ \-p..,(x)y{x + n-i)]„a (20) 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII- 36 



(17) 



(18) 
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4. La formule (18) une fois établie, comme conséquence nécessaire 
exprimant une relation entre les fonclions données «©(a?), a, (a;),... a^{x) et 
la fonction choisie z (a?), profltons maintenant de l'arbitraire qui existe dans 
le choix de cette fonction z {x). Ainsi, en désignant par zi (x), Zi {x) . .. z^ {x) n 
telles fonctions z{x) et par Pr,o{^)^ P,.i (^)j--.? i>,,«-i {^\ Z^i^)^ ^r respective- 
ment les fonctions Po{x), p, (x*),..., jp„_, (x)^ Z{x) et la constante e qui cor- 
respondent à la fonction z, {x), nous aurons le système suivant d'équations 
pcur toutes les valeurs de oj > x + 1 : 

p,,o A- • y (x) +!>,., ^-' y(x + i)-] h 

a*i=: r— 1 



p,,, \" 'y (.-») + _p,., A"-^ ^ (a; + 1) + 






ar.=r— 1 



+ P2,«-i y (a? + n — 1) = 21 2/ (^i + ^0 ^2 (^1) + ^^ 



(21) 



XiZiza 



i)„,. A- ' ^ (a;) +p,., ^•-' ij(x + ì) + 



Ti=Jr—i 



+ P.,«~i y (aJ + H — 1) = 2 2/ (^i + ^) ^» (^i) + ^" • 



a*i=a 



Par conséquent, nous n'avons qu'à supposer que les fonctions z^ (x) aient 
été choisies de sorte que pour toutes les valeurs de a? ^ a + 1 le déterniinant 



F (x) = 









P.,0 


Pl,l • • • 


P..-. 


Ih.o 


1^2,1 • • • 


1>«.«-. 


Pr.O 


Pf.l • • • 


P-.o-l 



(22) 



est différent de zèro, i)our écrire (en particulier) toujours pour les niémes 
valeurs de x>o:-\-ì, 

PAX) 



y{x+ n ~ 1) = 



P{x) 



(23) 



où F„ {x) représente le déterniinant obtenu de (22) en y rempla^ant les élé- 
ments de la dernière colonne par les seconds membres correspondants des 
équations (21). 

La relation (23) une fois obtenue, considérons en plus de détail les prò- 



aux différences finies. 



273 



priétés du déterm inani (22). Nous avons d'abord 

z,ao{x) 2ia,{x) + £,\\Ziao{x)\ 

z, a, {x) -]-z, A 1 0, a, {x) | + e, a* 1 5?, a^ (x) | . . 
flfg Oo {x) z^ a, (x) + Ei A ( ^8 «0 (^) 1 
P i^) = z^ a, {x) 4- e, A ( 5?. a, (x) \^z^\-\z. a, {x)],. 

z„ «0 (a?) ^„ «'1 (a?) + e, A ( ;8?„ a, (a?) ) 

«« «1 H + Si A I 5?„ a, (a?) I + Eg A- ( Z, «o (a?) j • • 



Mais, d'après la formule generale bien connue 

A" I u ix) V {x) I = A" r (x) ti (x) -f n A**-* v (x + 1 ) A u (x) + 
n{n — 1) 



+ 



2! 



A"-» V {x + 2) A' u (x) + . . . + r (a- -f n) A" « (x) \ 



(24) 



ce déterminant preiid directement la forme 



P {x) = e, Sj e, . . . 2,_, a, {x) a„ (a? + 1 ) a„ (u; + 2) . . . a„ {x + n—ì)Q (x) (25) 



où 



Q {X) .= 



«_! 



Zi à Zi A* 2;, . . . A 



z. àz. A*02 . . . A"-* 



Zi 

^2 



2! A 2? A* 2? . . . A""' Z 



(20) 



De la ménie manière, nous obtenons pour le déterminant P„ (x) la forme 

* 

Pn (J?) = Si £« £3 . . . £„-2 rt'o (^) ^0 (^ -f- 1) «0 (a? 4- 2) . . . «0 (a; + n — 2) 0„ (x) 



ou 



0« (^) = 



2^1 A 2?! A 2^1 . . . A 



«-2 



cr,=a;— 1 



21 y{Xt +n)Z, (x,) + c, 






2?2 A 2^2 A* 2^2 ... . A"~- 2:3 21 2/ (^* + *^) ^9 (^i) + ^« 



x.zza 



Z^ A 0. A 2?. . . . A 



x,=jc— 1 



N-8 



.y 



^ «/(*,+») Z„ («,) + e, 



o-irra 



Gomme conséquence première de Téquation (25), on peut remplacer la 
condition introduite plus liaut relative au déterminant P (a?), parla suivante: 



^i-^ 
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à^ *:iM'fUrè*fìV V. KJ-) de léquaiioD donn^ (9) aree le déterminant Q{x) (qui 
ik^ u^m*-iju i]u*- U^h loiirliouh: T, (jTH D^ doil fs'aunuler pour aucune valeur 
ij^ ^ > sf - 1. iJe pluf^. JéquaiioiJ (2-i) preud mainteaaut la forme 



a,, ijr - w — l|$(x| 



OU. *>^ lJVU^ pOriOIl^i 



r, Ar, A-r, . . - A"' r^ r, 



JU)== '- "^' '^'"'-•- ^^''^^ ^= (i7| 



z^ Air. A*r. . - . A"-* r. e. 



ei 



I ir, Air, . . . A— 'r, Zi(xt> 

/ I iry A ir« , . . A Zm Zt^ (JT, i i ..^^, 

^(;r, ;«r,)= I ' ' ' ' ! (28) 

I 

j Z^ Ar. . . . A-'-'z. Z.(X,| 

iv^u^ ;^iiroriH |>^>ur toute» le» valeure de a? > a -i- 1 : 



y(x 4-» — l)=r 



a,(i» + w — l)g(x) 






Knjiii, a|;i4'« b IraiiHfonnation a; — 1 =a;', cette équation devient 



4 (29) 



"' '''^y(:J^^^'n)\l(x^\,x,\ (a:>a). ) 



Celle dernière fornuile u /»videnuneiil une relation étroite avec la formule 
imporlanle (26) du susdil premier M^^inoire de M. UiNi et nous allons l'employer 
pour étudier les intégrales y(x) (|ui peuvent exister sous des hypothèses 
données pour une équation (9). Cependant, nous reraarquons que jusqu'à 
ce point la signification précise de cette formule est celle d'une relation né- 
cessaire entre les coefficients donnés a© (jtj), a, (a?),.- »« (^)j l'intégrale y(x) 
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considérée comme donnée et une suite de n fonctions arbitraires z^ (oj), 
Zi (a?),... z„{x) quand on suppose, en résumé, que 

a) chacune des fonctions ao{x)y a, (ce),... ««(a?); Zi{x)^ i?, (a;),... z„{x) 
est définie pour toutes les valeurs entìères de aj> un certain enlier a^O, 

b) la fonction y {x) est une intégrale donnée particulière de l'équation (9) 
pour toutes les valeurs de a?^a, 

e) le coefficìent ao{x) ne s'annule pour aucune valeur de aj^a-f-1, 
d) on choisit les fonctions ^s, (a?), z^ {x) ... z^ (x) de manière que le 

déterminant Q {x) definì par l'équation (26) ne s'annule pour aucune valeur 

de a5> a + 1. 

5. Revenons alors à la formule (29). En rempla<jant l'expression y {Xi +n) 

qui se trouve sous le signe de sommation par sa valeur déterminée par la 

méme formule, nous obtenons la nouvelle relation pour les valeurs de a? :^a: 

^^ ^ ' ao{x + n)Q{x+ìy 

, e'.-i '«' A{x,-i-i)q{x + ì,x,) 

~^ao{x + n)Q{x + ì)^^^a a,{x,+n) Q{x,-{- l) ^ 

+ , /'rn/ . i^ "T g(^ + ^> ^') ^'y{x, + n) q{x, + 1, x,). 
ao{x + n)Q{x+i):^^a^{Xi+n)Q{x, + ì) :^a^^ « • /^v • • ^ «; 

De la méme manière on obtient maintenant 

'^^^'^''^-ao{x + n)Q{x+l)^ 

, sLi *«' A{Xi + ì)q{x + ì,x ,) 

^ao(x + n)0(x + l)^;Ì« ao{x,+n)Q {x, + i) "^ 

, ^L^ ^e* g(a;+l, x,) *«'» A{xt+Ì)q{x, + ^, x,) 

^ao{x + n)Q{x+i)^^aao{x, + n)Q{x,+ l) ^a ao{x, + n)Q{x, + ì) "^ 

"^ao {x + n)Q{x+ 1) ^^a «o (a5,+ h) Q (aj^+l) 
En general, après m applications pareilles de la formule (29) nous arri- 
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vons au resultai suivanl dans lequel, comnie dans Ics deux prf'cédents, oh 
suppose loiijom's que x>aL: 



yix-\- u) = 



a.{x + n)Q{x~rl) 



a,(x---H)Q(x+ 

h . . . . + 



n.^x+n)Q{x + l) ,^, (i, (a;, + ») g (», + 1 ) 

_'f qix+l,_x,) "S-.Ajx.+ lìqix. + l.x,) 

i).^.a.{x,+t,)Q{x,+i),A aJx, + ,i)Qix,^ i) 



) (») 



'.% 



qix-T-ì, X,) 



g(j?,-i~l,a;,) 






g(ai,_,+ l, ai^_i) _ _ _ _ 

+ -K-(a;) 






gCig— .+1, jg.) '-tr- 






Par conséquent, nous arrivons au résuliat suivanl : si les foiictioiis 
'it 'il 'il— '- (QIÙ doivent satisfaire aux conditions déjà spécifiées au § 4) 
Bont teUes qu'on a lìm B. (a;) = pour toutes les valeurs de x^x, alors la 

fnnmile {;iO) fournit le iiioyea li'expiiiiier explicitement sous la forme d'une 
sèrie infime convergente les valeurs que l'intégrale y{x) doit avoir pour les 
valeiii"s j;>8t + n de a". 

De plus, il n'cst pns difficile de moiilrer que celle dernière condition se 
Dleni dans* lous les cas oìi l'on peiit écrire, pour un clioix doimé des 

(/ = line constante indépendante 

de a? et a;, , [ (e) 

> K, ic, > a. ) 

la valciir absolue ou le modulo de f suivant que f 
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Eli eflfet, la valeur de x étant choisie, représentons par "k, la valeur ma- 
xiiDum de Texpression y (j?, + n) lorsque a ^ ir, < x. Nous pourrons donc 
écrire pour la niénie valeur de x 

\R^{x) <Kd-^^K^{x) (31) 

où 

A',(x)= i ^'... i 1. (32) 

Mais, pour celle expression À"^ (x) nous pouvons démontrer l'équation 
suivante : 

'^'- (*) = /^T-1 1 rr (* — « + '» +!)(*-« + »♦) • • • (ic — a 4- 1). (33) 

Eli effct (en suivant le procès d'une induetion nialhématique) on a d'abord 
Téquation evidente 

A^o {x)=x — oi -]- 1 (34) 

tandis que si l'on pose 



1 

m ! 



A', ..i {x) = - ^ (x — a I m) (u? — « -}- m - 1) . . (oj — a -f 1 ) (35) 



on obtìent 



x,zzr 



1 -e 



tr 1 e 

A'„(u^)= 2l ^"---^ (•'''^ .» f 2) (0-, — a n-m)(a^, - x+m— 1) ... (a?»- a -j- 1) = 



.r,=a 



^W ! a^. 



-m 



.„ I 21 yi (//• — 1) (//, - ^) . . . (//i — w -f- 1). 



1 i/l='_^«+ 

Mais, il existe la formule generale 

!fi=P 



i' Z/i (//i - 1) (yt ~ 2) ...(//.- m 1- 1) 



1 r 1'^'="'' 

= «7 il U/i (^i — 1) (!/i — 2) . . . (i/t — ^n) 

comme on voit en écrivant 

Vi (i/i — 1) (//, — ^) . . . (//, — w I- 1) = 

= ni+~l^^^' "*" ^^^' ^^*~ 1) ••/(//. — wH-1) — //, (i/, — 1).. iy, -m)]. 
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Àinsi, l'existence de la relation (35) nous permei d'écrire 

^- ^^) == r»7+-ij l^' (y- - 1) • • • (y^ - »«)],._ 

= 7...~ rn (*—* + »" -i- 1) (« — a + »»)••• («e — « + 1) ; 

en d'autres termes, d'après réquatiou Qìi) nous avons démontré la formule 
désirée (33). 

De la formule (33) nous avons maintenant 

^ ^ (a? — a) ! m ! 

= {x^^xU (•«' — « + *'*+ 1) (* — « + *^) •• • {^^ + 1) 
de sorte que nous pouvons écrire pour une valeur quelconque de aj>« 



^- (^^ = (S')i 1 1 + ^- («') j (36) 



où lim e^ (a?) = 0. 



Par conséquent, en revenant à l'inégalité (31) et en nous rappelant que 
d<ii nous arrivons à l'équation désirée lini iì^ (a?) = 0, a?>«. 



mcoo 



6. Dans tout ce qui précède nous avons suppose toujours que la fonc- 
tion y {x) qui joue le ròle d'intégrale particulière de l'équation (9) était don- 
née, c'est-à-dire, nous avons observé la condition (6) du § 4. Sous cette con- 
dition, les fonctions z^{x) une fois choisies, les constantes e», e,,..., c^ qui se 
trouvent dans le déterminant A (x) sont déterminées complètement par les n 
équations suivantes: 

Cr = [Pr,o (x) isr-'y {x) + j),,, {x) A-« y (a; + 1) + . . . j 

...+l>,,H-i (i»)y (a? + n— !)],,«; r = l, % 3,..., n. ) 

Indépendamment de tout ce qui précède, soit donnée maintenant une 
équation (9) et une suite de n fonctions arbitraires z^(x)^ Zi{x)^..., Zn{x). 
Supposons que les coefficients donnés «o, a,..., a., et les fonctions 2?,, ar,,..., 2?^ 
satisfassent à la condition (a) du- § 4 et que les conditions (e) et (rf) du méme 
paragraphe soient satisfaites non seulement pour x>x+ì mais aussi pour 
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x = 0L. Enfin, supposons qu'il soit donne une suite de n constantes arbi- 

Alors, en vertu de l'équation (25) le déterminant P(a3) déflni par l'équa- 
tion (22) ne s'annulera pas pour a: > a. En particulier, on aura P (a) =|- de 
sorte que, les constantes c^ étant connues, le système (37) détermine d'une 
manière unique les valeurs des quantités A""*!/ (a), A"-* i/(aH-l),..., y(a+n — 1). 
Par conséquent, d'après la relation (1) on trouve directement que, sous les 
mémes conditions, les quantités y(a), 2/(3^ + l),.--? y{^+^ — 1) seront aussi 
déterminées et déterminées d'une manière unique. 

Geci dit, supposons encore pour fìxer les idées, que la condition (e) du 
§ 5 soit satisfaite dans laquelle pour les fonctions données ao, a,,.--j «-5 
2?,, z^y...y z„ et pour les constantes données e,, e», e,,.;.., c„, l'expression 

g(aj, 05,) est définie par l'équation (28). 

Sous ces conditions, nous allons montrer que la sèrie infinie 

^'^^- a,{x + n)Q{x + \)^ 

, 4-t ^,* A {x,-^\)i{x + 1, X,) 

^ a,{x-{-n)Q{:x+\) ^t=« a,{x,-{-n) Q{x,-^ \) ^ 

e* 



rt,(a5 + ») Q{x+\) 



q{x + 1, *,) '%'< A {X, + 1) q{xt + !,«,), ) (38) 



a.;=« «0 (a?, -r n) Q {x, + 1) ^^a a^ {x^ + n) Qix^ + Ì) 



+ 



tU ^ q{x+l,x,) 

ao{x + n)Q(x+ì) x^ ao{x, + n) Q {x,+ ì) 

g(a;, t-1, x,) "^^ A(x, + l)q{x^ + ì, x,) 



'«^1 g(a;. t-1, x^) «^ 

xèa (h {^2 -\- n) Q (a?, + 1) jr^a »o (i»s + h) Q (ic, 4- 1) 

+ 

convergerà pour toutes les valeurs de x>^cl et sera telle que si nous po- 
sons y {x + n)= Y (x) les valeurs de y (x) ainsi déterminées dans l'intervalle 
a? > « + n avec les valeurs t/ (a -f n — 1), y{oi-\-n — 2),..., y{x) déterminées 
par les équations (37) constitueront une intégrale de l'équation donnée (9) 
pour toutes les valeurs (entières) de a; ^ a : c'est-à-dire, pour une telle va- 
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leur de x les expressions A*' y {x)j A"** i/(£c + 1),..., y {x ^- n) existeront et 
vérifieront l'équation (9). 

À ( Y* I 1 \ 

Or, la valeur de a;> a étant donnée, la fonction — ; ■ — ' . . — r 

= • ao(Xi-\- n) Q (x, 4- n) 

considérée pour les valeurs de Xi dans rintervalle a<iCi< J:^ aura une va- 
leur maximum p-, de sorte que le m*^^'^ terme de la sèrie donnée, quand on 
le considère pour la valeur indiquée de x sera moindre en valeur absolue 
que rf-"* f/., K^ {x) où A'^^ (x) a la détlnition (3i2). Ainsi, d'après la relation (36) 
le méme terme devient moindre en valeur absolue que 

11 s'en suit que pour toutes les valeurs de m plus grandes (ju'une certaine 
valeur m^ et pour toutes les valeurs déjà indiquées pour x le méme terme 
est moindre en valeur absolue que G(x)d*^'' (m — ^2)"^"^^ G (a?) étant indé- 
pendante de m, et puisque rf<;l cette expression est le m*^"'^ terme d'une 
serie convergente. 

Pour prouver que la fonction indiquée y (x) est une intégrale de l'équa- 
tion (9) il suffit de supposer que la sèrie (-50) est convergente pour x>x: 
c'est-à-dire, il n'importe pas si la condition speciale que nous avons signalée 
est satisfaite. 

Or, la sèrie étant convergente pour les valeurs de x^x^ on établit di- 
rectement pour les mémes valeurs de x l'égalitè 

£„_, A(x - l) 



Y(x) = y{x i n) 



no(Xn-n) Q (X + 1) 



Xt^X 



d'où on a pour les valeurs de i» ^ « + 1 : 

(4 V ^n- ì ^'^ {Xj 

Par consèquent, en substituant pour A (x) et q {x, Xi) leurs valeurs détermi- 
nées par (27) et (28), et en nous servant de Téquation (25), nous arrivons à 
la relation 

y(a, + n-l) = ^"|^^ (a;>« + l) (39) 
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Qù P (x) est le déterminant (22), tandis que P, (as) est le déterminant 



/'. {X) = 



Pl,0 Pt,l • • • Pi,»— S ***! I ^1 
P-2.0 Piti • • • jP»,»— 2 ^S "1 ^i 



P*>,0 Pn.l • • 



PtlfM-i ^tt I ^H 



avec 



^. M = 2 i/(j?, + M)-^r(i«^i); r=l, 2, 3,... n. 



(40) 



4r,=« 



Gela pose, considérons le système de n fonctions ri^ix), ti» (a?),... yi^.j (ìc) 
dont chacune est défìnie (eri verlu de nos hypotlièses actuelles, et d'équa- 
tion (25)) pour toutes les valeurs de a;> a au moyen des n équations sui- 
vantes : 



P..0 r^.-i (^) ^ Pi.i ^i,,-: M ^ \-P^,.-x '^0 (^) = H, (X) -f- C, 

P2.0 r^n-i (JC) +Pi,i r,,_, (x) H l-p«.H-, ìOo (a?) = H^ (x) + e, 

P».o ^u-t (i») +P.., >i«-2 (aj) -\ hl>..H-,»o (ìk) = H„ {x) + c. 



(41) 



où ^^(a) = (r=l, 2,... w) tandis que pour des valeurs de x>7.-\-l la 
méme expression H^{x) est défìnie par Téquation H^{x) =^<P^{x), 

Or, nous avons d'abord pour la valeur speciale a? = « les équations sui- 
vantes : 

Vo (y) = y (a + f/ — 1 ), '^, (a) = A ?/ (a -f- n — 2), 



(42) 



En eflfet, les quantités //(a), i/(a + l),... y{x-\-n — 1) étant détermi- 
nées par hypothèse de sorte qu'elles satisfont aux équations (37) on vérifie 
directement les relations indiquées (42). 

D'ailleurs, en se bornant aux valeurs de x>k-\-ì on trouve tout de 
suite d'après l'équation (39) que 



r,„(u7) = y (x + n — 1), 



(43) 



En niéme temps, nous observons que toutes les differences ^yì^{x) (s = 0, 
1, 2,... n — 1) existent lorsque x>ol + ì parce que si l'on a en general une 
fonction u(x) défìnie pour les valeurs de a;>^ + l il résulte de la défmi- 
tion (1) que la différence A u (x) existe pour toutes les mémes valeurs de x. 
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Or, la r^'^^ équation du systòme (41) est 

Par conséquent, si l'on proiid la première <lifférence de chaque membre 
de eette équation, eu se rappelant eii méiiie leinps la formule generale 

A I II {X) V {a-) ; = it {X) A r U) - ^u {x) r (j- -f IK 
il vieut 

r- A;),.or._, U-— D — Aiv. y*..,(x— 1)-^ r 

-:- A i>r.»-. T.o U- - l) = y{x~ n)Zr (x). 
De plus, si uous observous que l'équation (43) nous permei d'écrire 

f/{X M) = r.^(u--: 1): iX^OL) (44) 

et si uous nous servons des détiuitions (10), (17) et (19) cetle dernière équa- 
tion devient 

s. «o A r._, (x) - [s^a, — S iK,^] A y._, {x) -^ [z, a, — A ;>,,,] A y,_, (x) + 

-r... - ['. rt.-, — A;>„„_,) Ar.^ (a-) - [r. a, — A />,,_,] ii„ (ur -h 1) -^ 

I Ap..,»Yi.., (jr - 1) — \/)„, Tf:_, (a- — 1) A p,.,,^ t.^ (-r-f- 1) =0 

ou 

0:'. : 9, A/i.., - 0, Ap^.i 0_, A /).,_,= 0; (r = I, i..., n) (45) 

où 

6 = «u (.r^ At.,,1 (a-) - (ft \x) Ar.,_. (u-) — a.., (u-) Ar.„(jr) —a^{x)ri^ (x — l) 

et 

9t =T._,(^— i) — AYI^JJ,-) ■ 

0.-..,=ìi._, U- — 1>— At. (X) J (46) 

9,., ^r., (a-^ 1)— Ar. (u-) 
0,_, T^ Yj, (j- . 1) -- Ar,„ (jr). / 

Mais, en se ser>'anl encore de la relation APr^-i=^r». — Pr^ on voit 
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tout de suite que le dìscriminant du système d'équations (45) se réduit à 

"~' . . ' et, par suite (d'après nos hypothèses relatives à la fonction P (x)) ne 

s'annule pas pour a? > a. 

Ainsi, pour toutes les valeurs de a5>a nous aurons nécessairement 

e = o, = o, = ... = o_,=l=o. 

Après ces préparatifs nous sommes à méme de démontrer la relation 
generale suivante 

^n^{x) = A''-^'y(x+n—8—i) (6 = 0, 1, 2,..., n—ì) (47) 

En eflfet, d'après les équations (42) et (43), nous avons tout d'abord 

fio{x) = y{x + n— 1); {x>ct). 

Mais, il résulte de là (en remarquant encore qu'en general, lorsque u (x) est 
définie pour les valeurs de x^x la diflférence a u (x) est nécessairement de- 
finie aussi pour les mémes valeurs de x) que 

AYio(^) = Ai((a;-hn — 1) («>«). (48) 

Or, en suivant le procès de l'induction mathématique, si nous posons 

A yi._j (a?) = A' 1/ (a; + n — «) ; {x> a) 

nous avons, en nous rappelant les équations (46) et 6^_. = 0, 

ri.{x-{-i) = ^'y{x+n — s) (i»>a). 

« 

Par conséquent, nous pouvons écrire , 

r^^(x) = \' y {x + n —s — i) (a? > a + 1). (49) 

Mais, d'après les équations (42) nous avons aussi n, (a) = A* y (a + n — 8 — 1) 
de sorte qu'au lieu de la relation (49) il existe la relation plus generale 

Y,, {x) = à"y{x + n — 8 — 1) {x> a). 

Cette relation est donc établie aussitòt qu'on se rend compte de l'équa- 
tion (48). 

Mais, les relations (44) et (47) avec l'équation = nous donnent le ré- 
sultat désiré : c'est-à-dire, la fonction y (x) étant donnée de la manière indi- 
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qiiée plus haut, les expressions A^y{x), A""' i/(x -[- 1),... /iy{x-{-n — 1), 
y (X 4- n) existent pour ,r > a et satisfonl à réqiiation (9). 

7. Tout en coiiservant les liypothèses dii dernier paragraphe, siippo- 
sons niaintenant non seiileineiil (pie les eoetlicients n^, a,, a,,.-- (^» satisfas- 
sent aux conditions y iutroduites, mais aussì qiie la fonctiori 



A,, (.<•) = n„ : a, 



a 



ne s'annule pour aucuue valeur de .r ^ a. Dans ees cireonstances, nous allons 
monlrer que les raisonueiiieiits du mèine para^n-aphe uous permetlenl de 
trouver non seulement des inté<j:rales ])articulières de Téquation donnée (9) 
quand aJ^a, mais aussi (les fonetions z^ éUuit une Ibis ehoisies) ils condui- 
sent à l'intégrale generale. Kn efTet, snpposons qn'on donne aux constantes 
Ci, Ca,... c^ les n syslèmes de valeurs c^,,, Cv.j,.-- ^^.«(^=1? 2,... n) et que 
yi(^)^ !/sU*)v Z/h («r) représentent respeetivement les intégrale» particulières 
correspondantes pour x'^t. obtenues de la manière indi((uée dans le § 6 et 
supposons que le déterminant 



C = 



^1.1 ^1,2 • • • ^l.M 

C«,I ^4.2 • • • ^2,». 

^r»,l ^'»»,2 • • • ^H,M 



(50) 



ail une valeur differente de zero. Nous pourrons alors démontrer que toute 
intégrale de l'équation (9) pour les valeurs de u'>a doit avoir la forme 

y {X) = k, y, (x) + k. y. (x) | ... + &„?/, (d^) (51) 

où fej, fcj,..., k^ sont des constantes (indépendantes de x) et pas toutes égales 
à zèro. 

Pour prouver cela conuneiKjons par rappeler encore (|ue les intégrales 
yr{x) satisfont aux équations (.'{?). Ainsi, on trouve (pie le déterminant C 
peut se transformer dans la forme 

C = P(a)7)(a) 
où P{x) a la signifìcation ordinaire, tandis que />(a) est le déterminant 

y-'yAT.) A"-\//, (a 1 1) ... //.(a 4-^? --1) 
A'-'//, (3t) A"--'y/,(a i 1) . . . ?/, (a-i n - \) 



D(OL) = 



f(_i 



Vn (a) ^'"' V/,. (a H- 1) . . . //„ (a -} h — 1) 
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De plus, ce deniier déterminant, quand on subslitue pour les différences 
successives leurs valeurs déterminées par la formule (1) prend la forme 

iji (x -[- n — 1) f/, (a -f- H — 2) . . . y, (a) 
//, {x 1 n — 1) //, {x r H — 2) . . . y/a (a) 



f)(x) = 



(52) 



//.. ( 5C -f U — 1 ) //„ ( z i i4 - 2) . . . //.. (a) 

Il résulte donc, d'après l'hypotlièse C | que nous pouvons écrire 
i>(a)-| où D{x) est definì par Téquation (51). 

Cela pose, il convieni d'établir les deux lemmes généraux suivants: 
Lemme I : Soit donnée une 6(|uation linéaire aux différences finies (9) 
dans laquelle les coefflcienls a^, ai,... a„ soni définis pour loutes les valeurs 
(entières positives) de x^ un certain enlier a>0. Soit aussi t/, (a?), i/s(d^),... 
y^(x)n intégrales particulières de cette équation pour a?>a. Enfìn, suppo- 
sons que Texpression ^lo (x) = a^ {x) + a, (x) f- . • . -|- a„ (x) ne s'annule pas 
quand ir^a. Alors, la condition nécessaire et suffisante pour que les inté- 
grales indiquées soient dépendantes linéairement, c'est-à-dire qu'on ait pour 
toutes les valeurs de x>x la relation 

^1 ìli (^) 4- > 2 ?/« {^) 4 \-\ Un (:x)=-Q\ (X, , X, ,. . . \ comtantes) (53) 

est que le déterminant (52) n'a pas la valeur zèro. 

Or, il résulte tout de suite des propriétés bien connues des déterminants 
que la condition indiquée est nécessaire. Pour voir qu'elle est aussi suffì- 
sante nous observons d'abord que, en vertu des remarques générales du § 2 
Téquation (9) peut s'écrire sous la forme 

A, (x) y (X + n) + A, (x) y (x -j- h— 1) -| \- A^ {x) y {x) = (5t) 

où les coeffìcients .1 sont liés par une relation linéaire aux coeffìcients a et 

où, en particulier .4o = «o + «i 4- «a H -h»« . 

Or, si le déterminant (52) est égal a zèro, nous savons bien qu'il existe n 
constantes Xj, X,,... \ pas toutes égales à zèro de sorte qu'on a 

\ z/i (J^) -f - \ y, {j^) -T \'\ y., (ic) = ì ^. 

1 (•^•^) 

jir = a, a-[l,..., X -t- n — 1|. ; 
Mais, en general, si l'on peut écrire 

A, i/, (x) + \ y, (X) -r rKynU') = j ■ '^^ 

I i>>a \\r 
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alors (en se rappelant que Ao (x) -|= 0, a? ^ a) on a la méme relation aussi 
pour x=p + n cornine cela résulte de l'équation (54). 

Par conséquent, en commenganl de l'équation (55) nous pourrons écrire 
sous les hypothèses actuelles la relation désirée (53). 

Lemme IL Soit y, (a;), 1/2(0?),... y„{x)n intégrales linéairenient indépen- 
dantes de l'équation (9) pour a? > a. Alors, en supposant que les coeffieìents 
satisfont aux conditions du lemme précédent, tonte autre intégrale de la méme 
équation pour ces valeurs de x peut s'écrire sous la forme 

y {x) = k, y, {x) -\-Ky^{x)A h &. Vn {^) ; (&i , fe«,... K comtantes). (57) 

En eflfet, considérons le système de constantes &i, fc,,... k^ déterminé 
par les équations 

y («) = k, y, (a) + fe, i/, (a) H \- fc. y„ (x) 

1/ (a + 1) = &, y, (a + 1) + fc, t/, (a ^- 1) H \- ^ yn (« + 1) 

[ (58) 
y (a + n — 1) = fe, 1/, (a + n — 1) + &, t/, (a + n — 1) H f- \ 

+ k^y{x + n-l). ì 

Or, le discriminant de ce système (qui n'est autre chose que le déter- 
minant (52)) est différent de zèro suivant notre hypothèse, de sorte que 
ces constantes k existent et sont déterminées d'une manière unique. Mais, 
si l'on substitue dans l'équation (59) les valeurs de y («), y(a-f-I),... 
i/(a + H— 1) données par les équations (58) il résulte directement d'après 
la condition Ao {x) =|= 0, a? > a que 

y{x + n) = k, y, (a + n) + k, y^ (a ^- n) -\ h fc„ !/. (« + n). (59) 

F]nfin, en employant les valeurs de y(a + l), y(a + 2),... y(a + ») dé- 
terminées par les équations (58), (59) on arrive à un résultat correspondanl 
pour i'expression y (a + n+ 1) et en continuant de la méme manière on ar- 
rive; évidemment à la relation désirée (57). 

Hevenons donc aux remarques que nous avons faites au commencement 
du para^raphe. En rapi>elant qu'on a pour les intégrales yi (aj), 1/, (a?),... 
7/„ (.r) rinégalilé I) (x) \ où D {x) est définie par l'équation (52) il résulte 
(lu leiiuno 1 (ju(^ Ics memes intégrales sont linéairement indépendantes dans 
l'intervalle a->_a. Do là, en appliquant le lemme li, nous arrivons mainte- 
riant à l'équation désirée (51). 
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Enfin, nous observons que l'intégrale y (x) que nous avons obtenue dans 
le § 6 et qui contient les n constantes arbilraires Cj, Cj,... c^ représentera 
elle-inéme l'intégrale generale pour les valeurs de ce > a lorsque (outre la 
condition indiquée plus haut relative à l'expression Ao {x)) les intégrales 
particulières i/,, 1/2 v ifn correspondant aux n systèmes de valeurs 

1, 0, 0, 0,... 0; 0, 1, 0, (),... 0; 0, 0, 1, 0, 0,... 0;...; 0, 0, 0,... 1 

existent pour toutes les valeurs x dans le méme intervalle. En eflFet, d'après 
ce que nous venons de dire, les mémes intégrales fornieront un système 
fondaniental pour l'intervalle x>ol. De plus, quand on développe chacun 
des déterminants A{x-\-i)y ^(i»i + l),... A{x^-\-i) par rapport aux élé- 
ments de la dernière colonne l'intégrale y{x) du § 6 prend la forme 

y (^) = *i Vi (^) + KyA^)-\ y-K (x\ 

les constantes k étant arbitrai res. 

8. En résumé, nous pouvons donc énoncer le théorème general sui- 
vant: 

Théorème I. Soil donnée Véquation linéaire aux différences finies 

ao (x) A- y (x) + a, {x) A""» y(x + l)-\ [~ a,{x)y {x + n) = 

les coefficients étant définis au nwins pour toutes les valeurs entières positives 
de x'^ un certain entier a ^ 0, et le coefficient ao (x) ne s^annulant pour au- 
cune des mémes valeurs de x, 

Choisissons mainteìuint un système quelconque de n fonctions z^ (a?), z^ (a?), 
«8 (a;) , . . . z^ (x) dont cìuicune est définie au nwins pour toutes les valeurs en- 
tière^ positives de x^ol tandis que le déterminant 



Q{x) = 



Si àZi òr Zi . , . A" ' Zi 



Z2 A 2r2 òi Z^ , , , A" 



Z^ A ;?. A* £?^ . . . A**"* z. 



ne s'annule pour aucune des mémes valeurs de x. 

En méme temps, choisissons un système de n constantes arbitraires Ci, e,, 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 38 



2^ 



M. Walter B. Ford: Sur les équationa Unéaires 



e,,.,, e. ei formons les déterminants 



A{x) = 



Zi A Zi A Zi . , 
Zf A Z2 A Z^ . . 



A"* Z, C, 



A"-* z, e. 



q (x, Xi) = — 



Z, Az^ A* £?, . . . A" • z, e. 



Z, A Zi A^Zi , , . A" ^Zi fi{Xi) 
Z^ A 2?2 a' 2?, . . . A"-* z^ f^ (JC,) 



z„ Az^ A'2r, . . . A-»2r„ f^{Xi) 



aU 



fJx) = z^a^ — A\z^a„_i\-^A'{z^a„_i]^ ^- (_ 1)- A- U, «o | ; 



et posons 



r = 0, 1,... n 

q{x-i- 1, a?,) ^ . 

57(S7+l»)l?T^: +T) ' * ^*' '^'^ 



A (a;. + 1) g (a? 4- 1, a?.) 
a, (ici 4- n) Q («, + 1) 



Enfin, formons la sèrie infinte 
(- 1)"- 



^<^) = MFtT^)W+T)[^(^ + ^) + «'('«) + ~'(*) + ---+«-('«) + ---l 



«„ {x) = (- l)-<" -> 'f "£'' . . . '"5'"' <|. (a;, 07.) * («, , a;,).. . . 

et supposona que cette sèrie soit convergente pour toutes les valeurs de x>x 

q{x + ì , Xi) 



( 



ce qui a lieu en particulier si 



«0 {ix^ + n)Q(;x + 1) 



^ d <C 1 lorsquie x^ol, 



cCi > a, d étant une constante\ . 
Alors, le systènie d' équalions 

Cr = fi>..o A" ^ y (x) + P..1 A- * y (oj + 1) H h p,.._i y{x+n— 1)]^ ; 

r = 1, 2,... n 
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où 



p,,. = z^ (x) a. (ic) — A ( z, (x) a._,{x)ì-\ ^ (_ 1 )• a' | z^ (x) a, (x) \ 

détermine d'une manière unique une valeur pour chacune dea expressions 
A"~* y (a), A""'* i/ (a 4- 1),... i/ (a + n — 1) et par conséquent, pour chacutie dea 
expressions y (a), i/ (a + !),.•• y (* + h — 1) et la fonction y {x) qui prend ces 
valeurs dans V intervalle a^aj<a4-n — 1 et les valeurs y (x) = Y{x — n) 
da/ns Vintervalle x>x-\-n sera une intégrale de Véquation donnée pour toutes 
les valeurs de x>oi. 

De plus, cette intégrale sera Vintégrale generale pour les fnénies valeurs 

de X lorsque Vexpression A^ {x) = a^ {x) + a, {x)-\ \-a^ {x) ne s'annule 

pour aucune des ménies valeurs de x^ tandis que les intégrales particulières 
Vi (^)> y«(^)v Vni^) q^i correspondent aux n systèmes de valeurs 

1, 0, 0, 0,... 0; 0, 1, 0,... ();...; 0, 0, 0,... 1 

des consta/ntes Cj, Cg,.-- c« existent dans le sens indiqué plus haut. 

Ce théorème, bien que compliqué, a évidemment une grande généralité, 
surtoul parce qu'on peul choisir les fonctions auxiliaires ^r,, ;?2v ^« d'une 
fagon bien arbilraire. En effet, on peut ordinairement choisir ces fonctions 
d'un norabre infini de manières, à chacune desquelles correspond une expres- 
sion de la forme indiquée pour l'intégrale generale de l'équation donnée (9). 
En méme temps, il résulte de cette liberté de choix qu'on peut obtenir sou- 
vent l'intégrale generale sous une forme speciale, qui met en évidence di- 
rectement ses propriétés les plus importantes. 



Le deuxième théorème, 

9. En dehors du théorème du paragraphe précédent, nous désirons 
étabhr un autre théorème general qui se prete surtout à l'étude des inté- 
grales d'une équation (9) quand on les considère pour les valeurs très grandes 
de l'argument x. 

A cet effet, revenons à l'équation (9) et posons encore les hypothèses 
du § 3 relati ves aux coefficients «o, ai,.,. a„ et à l'intégrale y{x), D'ailleurs, 
ayant choisis la fonction z {x) comirie dans le cas précédent, choisissons en- 
core un entier positif, arbitrairement grand p. 



'/l 



^ .«^u»- ^^^"'^ 






"" ""'^ l^ valeurs de ^ K^ 

" — ^. -^T.^r^l*' *S'*• 



»■ * 



». * 



.#nitu^ 




^vncenaol le terme 



r'. 




- *' • aans Vinterv^i^ 



t»*.* 



H r • ^ 



\^ A II IJ'i^* 



(ii^n 



f " 



•I 



VM«^ ««^ ""^ 



► . « 









' ' " " , ,a formule .««>• ^^^.^s les valeurs de a' 









,==o,i,-'»-'^' 



\\\^ 
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Par conséquent, en suivant encore de proclie en proche les raisonne- 
iiients (lu § 3 noiis arrivoiis à la relation 

p, (X) y-'y (X) \- p, (x) A-* // (x-i- 1) I r IK -. N// (^ -r n - 1) = 



-"1'. 



(a^OJ^P— J) 



ÌXi + n) Z(x^)-\-c 



r,T=.r 



les expressioiis p^, i>i,... ì^h ^l ^(J^) étant données comme daiis le cas précé- 
dent par les éqiiations (16), (17) et (19) tandis que pour la constante e on 
a niaintenant 

c = [p,^- ' y(x) \ jh^" 'yU + i)n 'tp..ty(^ + n-\)l.^. (61) 

Cela pose, répétons les opérations du § 4 avec les moditìcations qui se 
présentent naturelleinent. Ainsi, choisissons n fonclions arbitraires ^i, Zi,... 
z^ et considérons le système des n équations 



;>,,,A' ' y(x) , p,,!'' 'y{x ; 1 ) -: 



• • * -f- 



ìK..,.^ y (X n— l) = — 2i // (-^1 ^ *') ^r (^•.) ^v 



r,=T 



Supposons niaintenant que, les fonctions z étant choisies de la manière 
indiquée, le déterniinant P(x) donne par ró(juation (22) ne s'annule pas 
lorsque x>x. Nous pourrons dono écrire (en partieulier) pour toutes les va- 
leurs de x dans Tintervallc a ^ x < p — 1 : 

ou P„ (ir) représente inaintenant le déterminant 



1\ (^) = 



Pi.o Pi.x . . . Pun-t— Zè y('i\^n)Z,(Xt) ] e, 



P2.0 y'2,1 



P2.U-Ì — Zi y (•'•i "+ 'v> ^« (-^t) -T- ^« 



.r,=r 






/^N.O 7^»..t 



.»'. 



(62) 
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ou 
où 



1\ {x) = £,£,...£.., a. (x) «0 (a? 4- 1) . . . «0 (i» -t- w — 1) Q. {x) 



Q. (^0 = 



r, A r, iX* r, . . . A 



N- S 



2; // (^1 + n) Z, (a?,) + e, 



ar,«.T 









jr,=a 



Az. A*r 



A" * -?„ -'' ^ ' 1/ (oj, + w) Z„ (x,) + 



x.^a* 



0? 



En vertu de Téquation (25) oii peut reraplacer la condilion P{x)=\=0^ 
a par Tautre Q(a?)-|-0, ao(ir)-,= 0, u;>a et si nous posons maintenant 



Q (•*•, J^i ) = 



Z ^ ^ ti/ ^ , , , i\ Zi /j^ \X I ) 

Mrd <>J M> O • • • b« 



^2 ;?, (x^ 



^^ ff ^^ M • • « ^^ 



A «- » 



^1. A. (^l) 



(63) 



nous avons maintenant pour les valeurs de x dans l'intervalle « <a; < p — 1 : 



if{x + n—l) = 



6.-1 -4 (a;) 



a» (jc + n — !)(?(«) 



+ 



+ 



'w- -1 



2ì y (^1 + w) g (a?, ir,) 



(64) 



ao{x + n—ì)Q(x) ^ 

où les expressions Q{x) et ^(a?) oiit les significa tious signalées dans le cas 
précédent, c'est-à-dire, ils ont respectivement les défìnilions (20) et (27). 

La formule (64) peut s'écrire aussi sous la forme salvante, en supposant 
maintenant que x est dans l'intervalle a— l<aj<p— 2: 



ylx + n) = — -=-^ — èrr? — f- n + 
^^ ^ ao{x + n)Q{x+i) ' 



j,=5-.l 



(65) 






~^ ao{x-\- n] 
Par conséquent, on obtient aussi pour toutes ces valeurs de x: 



y (X 4- n) = 



z„_iA(x^ 1) 



+ 






+ 



'w-l 



a„ (ir + w) (> (05 ^ t) 

'■'%-' A( x,-ri)q ix i l, x,) 

a„ (xl+ n) Q (X -i- ì ) ^,=^i «» (it\ 4 n) Q(x, -ri) 

'i-^,-' 3(ic + l, a-,) '«=/-! , , ,-/ , , . 



a„(iC+n)Q(a;4-l) j.,:Sn a„{Xt-\-n}Q{Xi + ì) ,,^,+i 
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^lus généralement, si nous posons 

^ 1^. ^^)-a, {X, + n)Q {X, + 1) ^ ^^' ^^^ ^ a, {x, + n)Q{x, + ì) ^^^ 

lous obtenons la formule generale suivante qui est valable pour toutes les 
.^aleurs de x dans l'intervalle a — l<a?<p — 2: 



y{x + n) = 



e«-i 



^ (^+ 1) + e_, ''^ 2 ^ {^^ ^i) + \ 



^0 (i» + n) e (a;+ 1) [ ^ ^ ' "-' ^^^^i 



ir,=ir4-l 052=0*, +1 



a'i=^-l a»A-l acjs^-l 

a-irSfl Jr^+1 av=x,-|-1 ) (^') 

+ + 



)Ù 



. . . 4> (a?^ _, , ir^_,) V {x^_, , 05^) + er-, R^ (x) 






. . . 4> (a;^_, , 05^) y (x^^, + n) g (a?^ + 1, aJ^+O- 

En^étudiant ce resultai, il est important de remarquer une différence 
jssentielle entre cette dernière relation et la relation correspondante (30). 
Dans la relation (30), on peut donner une valeur aussi grande qu'on veut 
lu nombre m mais cela n'est pas vrai dans le cas actuel. En eflfet, la valeur 
le X étant donnée, pour calculer les diverses limites inférieures des somma- 
ions qui se trouvent dans l'expression plus haut il faut déterminer un sy- 
;tème de valeurs aji, ajj,... a?^^i au moyen des équations 

a? j = a; +1 

aj, = aj, +1 r ^gg^ 



aj^+i = a?^ + 1 
3t en méme temps on doit avoir 

a5-+.<P-l. (69) 
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Ces relatioiis (dS) et (09) ronduisent iinmédiatement à la seule relation 
•r < ? — IH —"ì relative aiix quaiitités {i et m de sorte que, p et a? étant choisis, 
il faut prendre 

Cependanl, la valeiir de m sera saiis restrirtion, eomnie dans le cas pré- 
cédeiit, si l'oli peut prendre dans tout ce qui précède p = oo, mais il est 
évident qu'on ne peut pas faire cela et en ménie temps étre assuré que le 
second nienibre de Téquation resultante (67) ait une signifìcation sans poser 
d'autres conditions sur les fonctions ao, a,,.-- «»; ^m ^«v ^n et l'intégrale 
donnée y (x). En méme temps, il n'est pas important, dans le but que nous 
poursuivons de spécifier ce que ces conditions doivent etre. En eflfet, la for- 
mule (67) une fois trouvée conune conséquence nécessaire de nos hypothèses 
aetuelles, elle ne fait maintenant (|u'inspirer les considératìons suivantes qui 
correspondent à celles du § 6. 

9. Sans regard, alors, aux hypothèses spéciales des paragraphes pré- 
eédents, revenons ù l'équation donnée (9). Supposons que les coefficients 
Og, a,v <^n satìsfassent aux conditions indiquées au commencement du § 3 
et que aoix) ne s'annule jamais i)our x>ol. Choisissons maintenant un sy- 
stème quelconque de n fonctions Zi(x)y z^{x),,.. z^{x) telle que 

2r,(x) (r=l, 2,... n) 

est définie pour toutes les valeurs de x>(x. tandis que le déterminant Q{x) 
défini par l'équation (26) ne s'annule pour aucime des mémes valeurs de x, 
Enfìn, soient données n constantes arbitraires e,, e.,... c„. 

Soiis ces hypothèses, les expressions A (x) et q (x, a;,) défìnies respecti- 
vement par les équations (27) et (63) auront évidenunent une signification 
lorsque a? > a, x^>x de sorte qu'il en sera de méme pour les expressions 

A(x + \), q{x-\- 1, 05,), * (oj, iP,), w (x, Xi) lorsque a; > a — 1, a?» > a. 

Cela pose, considérons la sèrie iniinie suivante (qui se présente natu- 
rellement si l'on a égard aux résultats du paragraT^)he précédent) 

où 

w,h(ì») = C-, 2 2 ••• Zè * (i», a?,) <^ (ir, , ìTj) . . . 

<^ \X„_^ , X„, _,) ^ \X^_i , X„), 
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Les fonctioiis a©, a,,... a„; ar,, ;?,,.•• 2?„ et les constantes Cj, e,,... e, étant 
ainsi doiinées, supposons maiiitenant que pour les valeurs de x>Xo>ol — 1, 
Xo étant une constante suffìsamment grande, les conditions suivantes soient 
satisfaites : 

a) chacun des termes ii^ {x) a une signification ; 

6) la sèrie ; Wj (a?) ' + ' Mo (j^ò H h ' w^ (•*?)+• • converge vers une 

limite V{x) telle que la sèrie 

converge aussi. 

e) la sèrie Yix) (qui convergerà certainement sous les conditions (a) 
et 6)) est telle que chacune des expressions 

'l* Y{x,)ZAx,) (r=l, 2,... n) 

a une signification. 

Nous allons montrer que sous ces conditions la fonction y {x) dèfmie 
pour toutes les valeurs de x>Xo-{-n par la formule y{x)= Y{x — n) sera 
une intégrale de l'équation donnèe (9) pour toutes ces valeurs de x. 

Pour le voir, nous observons d'abord que l'équation (70) nous permet 
d'écrire lorsque x>Xo, Xi>x^: 

y (x,) q(x-i.-\, x,) = e„_, «r (x, x,) + s._, y it. (*,) * (x, «,)• 

Par conséquent, en représentant par p une constante >Xo nous pouvons 
écrire aussi pour les valeurs de x>Xo: 

^T ^'(^t) « <-^ + ^' ^'^ = ^«-» 'F' "^ (^' ^») + 






'« -1 



Or, quand la quantitè p augmente indèfìniment le premier terme du se- 
cond membre de cette équation tend vers la limite ti, {x). En méme temps, 
le second terme du méme mcMubre prend la forme d'une sèrie infinie doublé 
dans laquelle on peut intervertir l'ordre des sommations. 
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En eflfet, cotto dorniòro propriétó rósulte d'un thoorème bien connu (*) 
relatif aux sóries infìnios, (juaud on obsorve que sous les hypothèses actuelles 
la sèrie 

l»t:=00 ftlBOO 

^ '*« (.fi) ^ (.*\ .'',) Oli '!> (.r, .r,) . 21 '*- <*''i) 

tN:=l ni m*i 

converge à une limite <l> (u-, .r,) U(Xy) telle que la sèrie 



j-,«x) 



2 ^U, '^•.) ifUi) 

converge aussi. 

Nous aurons donc pour toutos les valeurs de x>x^ 



"21 y(u^)(/(j? il, j-,) = /i, (j?) ! £_, V 2 ^^(.^..j i|>(^^ a?j) = 

fN=00 

= S «*- (*> = ^ ' "•' <•" + " > <i^ (•*' ^ • ) ^' <*) — ^1 (-e + 1 ) 
d'où il résulte encore que 

+ aAx + n)'Q io. + l) ^X ^'^•''^'^^•" ^ '' '■'' ' ^*" = '""^- "^ 



Or, en posant y{x)=Y{x — n) ou y{x + n)=Y{x) la relation (71) 
nous donne 

d'où, en substituant pour les expressions A (x) et q (x, x^) leurs valeurs telles 
qu'elles sont déteriiiinées par les é(iuations (27) et (03) et en se servant de 



(*) Voir par exernple : Goursat, Cours (ì'Analyse, tome I, p. 401 (Paris, 1902). 
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Téquation (25) il vient 



y(x hn-l)= ~- 



P.ix) 



P(x) 



(x>x,-^\) 



(72) 



Texpression P (x) étant donnée par le délerminant (22) tandis que l'expres- 
sion P^ {x) est le délerminant 



Pn (X) = 



jri=oo 



Pi.o Pui . . . P..H-8 — 2 z/(^'i + ''> ^1 (^i) ^- ^i 






1>2.0 P«.l . . . IKn-i — 2 y (^1 + >0 -2^. (^l) + C, 



a-,=j 



iri=oo 



Ì>«.o lK,i . . . 2>..H-s — 2 yix,^- n) Z„ (x,) + 



•r.sBjr 



qui a certainement une signification quand x>Xo-\-ì d'après la condition (e) 
posée plus haut. 

L'équation (72) une fois établie, nous allons considérer (comme dans 
le cas précédent) les n fonctions •/io(i*?), >i,(ir)v '^^n-i{x) dont chacune est 
définie (en vertu de nos hypothèses) quand x^Xo-\-ì au moyen du sy- 
stème suivant: 



Ko^i— i(J?)+Pr.i>ì« 2(.<') : 



r = 



où 



i Pr. _2 ^'1 ij^) -r Pr.n l ^^0 {x) = II, {x) + C. 

1, 2,... n 



(73) 



//, (x) = - ''^'° y (iP. + n) ^r (->:, ). 



Jf'l^JT 



Nous aurons d'abord 



T^o (X) =!/(à^ t W - 1 ) (iP > iTo + 1). 



(74) 



En nifime temps, d'après la défìnition (1) on peut dire que chacune des 
expressìons An, (j?) e.xisle quand x>Xq-\-ì parce que les fonctions t,, (j?) 
elles-mémes existent pour les niemes valeurs de x, 

Prenons donc la première diflférenee de chaque membre de la r*^^ 
équation du système (73). Ainsi nous obtenons pour toutes les valeurs de 
x>Xo + i Tégalité 

p,,o ^ '^n -1 (a?) -r i>r,i A Yi„ ,j (x)-] h p,,,_, A t,o (x) + 

+ 'i>r.o>l._l(•«5^-l)+A7^,,r,„ ,(.r-Kl) ^ }-A2^,,_,-/)o(d;4-l) = ?/(jcH-n)Z,(x). 
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et puisque 6„..,_, =0 iious pouvons ecrire aussi 



•bu 



•/;, (.r T- l) = A" // (X -:- H — *v) ; ir > ;ro -ì ^ 
x, (X) = y y(x^ n^s—\)\ x'>x,, + 8 \- { 



ce qui est la formule indiquée (70). Gette formule sera donc démontrée aus- 
sitót que nous prenoiis en égard Téquation (74). 

En particulier, il suffìt de prendre x>x^-\~n pour écrire 

A-/;,(jr) = A' ' //(^ : n — s—V)\ ^ = 0, 1, 2,... (n — \), 

de sorte que, en vertu de l'équation 6 = 0, on a pour toutes les valeurs de 
ir > d?o + n la relation désiróc 



a, (X) A" // (x) T a, (x) A"' y (x ^ \) 



-ì a, (a) // (iT -r- >/) = (). 



10. Supposons maintenant remplies non seulement les conditions du 
dernier paragraphe, mais encore la suivanle : la fonction 

.Io (x) = a, (X) -[- rr, (x) -\ 1- a, (x) 

ne s'annule pour aucune viileur de x > une cerlaine valeur fixée Xo . Avec 
ces hypothèses, nous pouvons démontrer (les fonctions ^r,, «j,... z^ une fois 
choisies) que si Fon choisit n systèmes de valeurs c^,, , c^.i,... c^.« {r= 1, % 
3,... n) pour les constantes e,, e,,... e,, de sorte que le système particulier 
Cr.M c^,2>--- c^,H corresponde à l'intégrale ;y^ (ce) (u5 ^ a?o.r + w) et si en mérae 
temps le déterminant (r>0) est dififérent de zèro, alors les n intégrales y^ (a?), 
yg(x),... y^(ir) constituent un système fondamenta! d'intégrales pour toutes 
les valeurs de a; > A'o? ^o étant une quantilé quelconque, fìxée et au moins 

aussi grande que la plus grande des quantités u?o,i -r n, iro,2 t- w,.-- ^o,n + n, aJo • 
Pour prouver cela, il suffìt évidemment d'après les deux lemmes du § 7 
de montrer qu'il existe une valeur iìxée Xo qui satisfait aux conditions in- 
diquées plus haut et en outre est telle que le déterminant 

y, (Xo + n — 1) y, (.Yo + n — 2) . . . y, (Xo) 
y, (Xo -hn—\) y, (Xo + h - 2) . . . y, (Xo) 



t/.(Xo+H— 1) y^(Xo + H — 2) . . . t/.(Xo) 



est dififérent de zèro. 



in» 



X V'tili^^ iu f i^é hmgr ^ ^muiétmé ImèaérBéi 



if' . <<i;^^ i*5.- 'r4/u^<U^rmllUli^ uv ù^TUi^. ^ Oli «iit que pouT sn 



^^i,, — • 



p . ^^ r; •- 






1/ ur — nìZt 45r-, 



- ^^ A^ f .-^ >'.. -^' <r, t^ - 1 » - 



»»» 



ff, {yc «f— li— 2i y^^i — n\Z,ix, 



'.. - K. ^' ^^ i-^» ■ JM,,; A'- ' f, l;r - 1 » 



p,^ , y, U - « --- J) - 21 y^^^ — »)^^u:,i 



4'W'UiAi- <l^fr M>aJUl4itiofJ*^ qui «'y trouvi^rjt d^v ieri t auesi petite qu'oD ^Feut^ 
\4-^^\xi JnhtitAiMt: *'Mhi ì(^^{}\\At, eij <?ff<^t, <ie rhy/xithè»^ que nous aTom^ iahf 
léiijiflnàt '4 yi*ù^Mii^'At (Ìm i'MH MiiuinatioiiK, Par criiifséquent, en prenant a* suffi- 
iiiiAuiiki^ui yrsdiìi^i, Ut d^'terujiiiaut C qui e«l iìitiUm par (50) differe aussi jieu 
qu'vu vé:;Ml <lu dHeniiifiafjt olitenu de (rjO) eri y rernpla^ant réJémeiit c^ par 



/K,.^' ' (fA^'ì ' />.. A" ' !IAj: : 1) 



« • » 



P,..-, y<-':-rn — 1 >. 



l'^j 4j'i«u<.M^tr iMiiuf», \itmr X KijflliKarninent grand nouK pouvons éeiire 

6' /' (x) J) {x) 4- 1 (x) 
'fU /''yv « <•« ar/uiiìmiìim tiHiti'Mo, «?t />(«) <;Kt le déterininant 



(77) 



// Ov 






à" \i/iix ' 1) . . . ìj,(x-\ n — 1) 

X ' II, (X \ 1 ) . . . //2 (X V H — 1 ) 

A" \v„(./^ i 1) . . . t/.(j^ + n— 1) 



II. ^' 



H 1) !hi''' 



n 



2) . . . ?/. (^0 



// 



1) //, (x* I H— 2) . . . 2/, (ir) 



H 



I) //„(.r i H — 2) . . . //JiT) 



el oCi riU|H«'rtttion *(>/') i^tìl h*lln (|uo lini e(a;) = 0. 



a?=00 
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Gela pose, donnons à x une valeur Xo plus grande que n'importe quelle 

des quantités cco.i+w, 050,2 + n,... iCo,„ + n, Xo et en méme temps Ielle que 
I e (Xo) I < C. Alors, non seulement nous serons assurés que toutes les fonc- 
tions ifr {x) sont des intégrales de Téquation donnée (9) lorsque x>Xo et 
pour les mémes valeurs de x que Ao {x) =■= 0, mais encore nous aurons, d'a- 
près l'équation (77), 

P (Xo) D (Xo) = M 

où M est une constante differente de zèro. 

Ainsi, en rappelant que la quantité P (Xo) est finie, nous avons D (Xo) =|= 
de sorte que nous arrivons au résultat indiqué. 

Enfin, on peut répéter ici les considérations qui se trouvent à la fin du 
§ 7, excepté qu'on remplace maintenant Tintervalle a? > a par l'autre a; > Xo . 

Les résultats des trois derniers paragraphes nous permettent d'énoncer 
le théorème general suivant: 

11. Théorème IL Soit donnée Véquation linéaire aux différences finies 



«0 {x) A" y (x) + a. {x) A"-^ 1/ (a? + 1) + 



(i. {x) y{x-{-n)=0 



les coefficients étant définis au moiìis pour toutes les valeurs entières positives 
de x'^> un certain entier a > 0, et le coefficient ao (x) ne s'annula/nt pour au- 
cune des ménies valeurs de x, 

Choisissons fnaintena/nt un système quelconque de n fonctions z^ (a?), 
«, (aj) , . . . z^ {x) dont chacune est défìnie au moins pour toutes les valeurs en- 
tières positives de x>oi tandis que le determinant 



Q{x) = 



Zi àZi A* 2?, . . . A 
Zf A 2r, A^ z^ . . , A 



*f— 1 



»»— 1 



z^ àz„ A* j?^ . . . A 



«— 1 



ne s^a/nnule pour aucune des mémes valeurs de x, 

En méme temps ^ choisissons un sy stèrne de n constantes arbitraires Ci , e, , 
e,,.-- ^1. ^t formons les déterminants 



Zi àZi A 2r, . . . A**""^?! e, 



A{x) = 



à z^ A* 2?o . . . A 



w-a 



^n A 2?, yZn'-' ^ Zn C 



»». 



f .- — L r.) 



_ -*: • i -r — n 



•« , -jr » ] 



:» ■ :• 



-e. 






. ?^» 



. .1: -*• 
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alorSy la fonction y {x) = Y{x — n) sera une intégrale de Véquation donnée 
pour toutes les valeurs de x>Xo-\-n, 

De plìis, celle intégrale sera Vintégrale generale pour les mémes valeurs 
de X lorsque Vexpression A^ {x) = a^ {x) + ai (a?) + • • + »« {^) we s'annule 
pour aucuns des ìuénies valeurs de Xy tandis que les intégrales particulières 
ìfi {^)j 2/a(^))--- tlni^) correspondant aux n systènies de valeurs 1, 0, 0,... 0; 
0, 1, 0,... 0; 0, 0, l, 0,... 0,...; 0, 0, 0,... 0. 1 des constantes e», Cg,... c^ 
existent dans le sens indiquée plus haut lorsque x^Xo + n. 



Applications des théorèmes précédents à des équations 

de types speciaux. 

12. Nous allons considérer, au moyen du théorème du dernier paragraphe 
quelques propriétés iinportantes des intégrales d'une équation (9) lorsque 
l'argument x prend des valeurs très grandes. Dans ce bui, il convieni tout 
d'abord de faire quelques observations générales relatives aux déterminants 

Q{x), A{x) et q{Xy a?,) (qui jouent un róle essentiel dans tout ce qui pré- 
cède) quand on détermine les fonctions auxiliaires Zi{x)y z^{x),,.. z„{x) de 
manière à satisfaire à une équation linéaire aux différences finies du n*^^ 
ordre, ayant des coeflBcients constants, 

Ainsi, supposons que ces fonctions z fornient un système fondamental 
d'intégrales de Téquation 

a. A" z (x) + e, et, A""» z (x) + £, a, A""'^ z (x) -] [-t„0L„z{x)= 0, (78) 

les quantités a étant constantes (indépendantes de x) avec ao =|= et 

£. = (- !)• (*). 

Or, on peut obtenir sans diffìculté un système d'intégrales fondamentales 
pour réquation (78). En effet, en suivant les indications du § 2 on peut 
écrire cette équation sous la forme 

AoZ{x + n) + A,z(x 1- n - 1) H \-A„z (x) = 0, (79) 



(*) Nous avons introduit les quantités f« dans les coeflRcients de Téquation (78) pour 
écrire cette équation sous une forme adaptée aux considérations qui suivent. 
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obtenons ainsi 

« 

A {x) = £„_, Q (x) e, + z„ _, Q, (x) c,^ h So Qn (i») e, , 

g {x, X,) = e„_, Q, (x) f, {xi) + c,.^ Q, (a?) /^, (a?,) H \-toQn{x) U {^i) 

où Q^ {x) est le mineur du déterminant Q {x) par rapport au r*^*^ élément de 
la dernière colonne, et où f^ {x) a la signification usuelle : 

fr {x) = z, (x) a„ (x) + i,à\z, (x) a,_, (a?) j + • • + e„ -a" { 2?. (a?) ao {x) \ . (85) 
D'aiUeurs, en posant pour faciliter Tanalyse (X^ = — » nous avons 

où 



,M « 



9» 



e «0 5 



{m, — m,) (m,. — m,) • • • (m, — w,_0 (w^^^, — m,) . . . (m„ — tw,) © (m,) 
Ainsi, les fonnules (84) prennent les formes 

^(^) = -oq^r^^< (86) 

3 («', 0^.) = a, , I,. "^ . (87) 

De plus, d'après l'équation (85) nous pouvons écrire 



n 



n 



fr (^) = ^s e. A"-' \z^a.\ 



ou 

e 



, t {X) = V, £. r- \{a. - «.) z:\ = »«; I e. — ■-^"- •' '"^^ 



de sorte que 



où 



/•, (X) = t, < V, F... (05) (88) 

i^.. («^) = ^ ^""' ^^";~ "'•^ "'^ • (89) 

Cela pose, nous allons considérer les expressions 
"^'•^'^'^-a^aJ. -r»)g(*.-hi) ^^ ^ ^"^^ ~ a. («, + n) Q («. + 1) 
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dont les propriétés jouent un role essentiel lorsque on désire appliquer le 
théorèine II. 

D'après les équations («ì), (86), (87), (88) et (89) et la relation w, = 

nous avons dans le cas actuel les relations 



<Jr 



4- (a-, j-, ) = «„ q * (j-, X, ) ^t -^ ''J^' j = (90) 

Oo (a-i -7- w) T T '^'r ? (/w,) ]. (m,) T ^ ^ ^ 
ioni la dernière jen vertu de l'équation a, = ''- -1 peut prendre aussi la 



e 
forme 

z or n " " ' ** \ Ili ! " 

(U (X, 7 H) T T w', f ("'>)? (lii,) T 

Ainsi, chaque fois que nous aurons, outre l'équation (9) encore une équa- 
tion (78) pour déterniiner les fonctions auxiliaires, pour s'assurer si le théo- 
rèine II peut étre applique il suffit de s'assurer si les conditions (a), (6) et (e) 
du niéme tliéorème sont satisfaites, les «l> (x^ x^) et V (ìp, x^) étant donnés 
(lar les équations (90) et (91). 

Vi. Après ces observations générales nous allons considérer les équa- 
tions (9) dont les coefflcients ao, «1,... a„ (outre qu'ils sont définis pour les 
valeurs de aJ^a) tendent vers les limites ao,a,,... a„ respectiveinent lorsque 

a? = -x. Supposons aussi que ao - !-0, a,, + a, H f- a„ - j- et déterminons 

le» fonctions z^ (ac), z^ (a?),.- ^n (^c) de la manière que nous venons d'indiquer, 
les quantités a^, a,,... a^ de l'équation (78) étant maintenant ces mémes va- 
leurs limites. En d'autres termes, supposons que l'équation donnée (9) ait 
La forme limite 

a. A- y (x) + a. A""* y{x+\)^ f- a„ // (o^ + n ~ 1) = (92) 

lorsque a? = x) et choisissons comme fonctions auxiliaires z^ {x) les intégrales 
fondamentales de la forme nf {m = constante indépendante de x) de l'équa- 
tion aux différences finies ^ (x) = qui correspond à la méme équation (92). 
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Alors les quantités a, — x, qui se trouvent dans l'expression F^,, {x) ten- 
deront vers la limite zèro lorsque a? = oo. En particulier, supposons qua pour 
toutes les valeurs de x plus grandes qu'une cerlaiiie valeur fìxée Xo on ait 

l«.-«.l<^^ (93) 

T (x) étant une fonction positive de x Ielle qiie la sèrie inlìnie 

1 1 1 

converge: par exeniple, t te) = — » -, --^— > , ,, rr^r- . . • avec v > 0. 

^ '* ^ » V / ^v (ioga;)*+^ Ioga? (Ioga?)* +^ ^ 

Enlìn, outre la supposition que ao -|- 0, a^ + a, H \-x^ =|- et que 

les racines w,, Wg,... m^ de l'équation algébrique (82) sont distinctes (de 

sorte qu'on puisse eniployer les résultats du paragraphe précédent) commen- 

9ons par supposer que toutes ces racines ont le méme module p. 

Avec ces hypotlièses diverses, considérons tout d'abord l'expression 
Fr,M i:^) qui est défìnie par l'équation (89). D'après la formule (24) nous avons 

A- • [(a. - a,) m% . = m? \-' [{a. (x) - aj] +n {m- 1 ) m' ^ ' [a, (a; + 1) — a.] + 

4- ''^-^^^ (m.r - \f m%^—' K (X + 2) - a,] -^ . . . 

+ (w, — 1)"-" m'r K (^ + «) — «-]. 
D'ailleurs, lorsque x>^x^ nous pouvons ecrire, d'après les formules (1) et (93), 

T (X-\ 

I A*" (a, — a,) I <; 2*^ de sorte que la dernière équation nous donne pour 

X 

ces mémes valeurs de x 



y-' (a. — a.) iiij I < {m, — 1 )" ' m; 2*" ' -^^ < 2'- (m, — 1) 



X ^ ^ ' ' ' X 



" wj 



Par conséquent, nous avons 



F,..(x)|<2'"(p+l)-^^^^ 



et 

»i 



^, h\. {X) \ < 2- (» + 1) (p + 1)- '-^ < 11, ^^^ ; {X > X,) (94) 
(il étant une constante (dépendant seulement de n et p). 
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Ceci dit, ronsidérons Texpression * (x^ x^) qui est définie par Téqua- 
tioQ (90). Puisque : w, = p nous avons <j^ = p"~* t\., K étant une quantité dont 
le modale est égal à un. Nous aurons donc, avec les hypothèses actuelles 



4>(j-, X,)= -- 



** -(«— i)(x— x,> ^L^ 'r 



n Hx^xt) u 






CKi, en rappelant l'équation (94) et la relation lira a© (a;, + n) = lini a© {x^) = ao, 



.r,=oo 0*1=00 



^ {x, X,) = p^"-' ><'-'.> M (X, X,) (95) 

où pour toutes valeurs entières de x et pour les valeurs de x^ > x^ (x^ suf- 
fisamnnent grand) 

T \X \ 

\ M(Xy flc,) ! <; Oj - ^ -^ ; n, = constante indépendante de a; et a?, . (96) 

Xi 

De la méme manière, nous pouvons écrire pour Texpression w (x, oj,) 

iF («:, ^,) = '/^^-^ . p^- ^>"-^ ^> ir ie ./'''^^, ,, % F., (0^. ) (97) 

^ rfo (ir» ^- w) '^ T T wf, -p (w,) (p {m,) T 



d'oCi, en observant que 






= 1 il vient 



T {x, X,) = p^" ''^'^ '' N(x, X,) (98) 



ofi, pour toutes les valeurs entières de x et pour les valeurs de aj, >Xo {x^ 
Hufflsanuiient grand) 

T ix ì 

I iV (a*, a?,) K ^8 ; lì, = constante indépendante de x et x^ . (99) 

« 

A inni, nous arrivons k la formule 

«1» (a;, a^,) «I» (a*,, a\) . . . <^ (a-^ .,, a-^ ,) a* (a'^_,, a^^) = ) 

= r-^^'^"P(a^, ^\, J?„... a^J i ^ 

ofi, pour toutes les valeurs ontlères de x et pour a5^>a;^_i > • • • >a5, >a?o, 
nouH pouvons écrire 

I /Ma', a-,, a\ »*.);<iir ^^ r— : ;; ^- 

a 1 a^j • • • x^ 



auix différences finies. 309 



La formule (100) une fois établie, les conditlons (a) et (6) du théorèrae II 
seront remplies directement dans le cas actuel. En eflfet, la condition (a) est 
remplie parce que nous avons lorsque x>Xo 

2i 21 • • • 21 I * (x, a?,) * (uji , iCg) . . . 

... * (dJ„_, , «„.,) «»• (i»_, , a-J |< p<-'><'+'> nr' «. W{x) 

Oli 

w{x) = T • ^P^ Y --^'"^ • • • 'T ^^ • 

et il résulte de nos liypothèses que cette expression W{x) a une significa- 
tion pour toutes les valeurs indiquées de x. 
De plus, si nous posons 



w 



,=^1 X, 



de sorte que t, (a;) devient aussi petit qu'on veut en prenant x suffisarament 
grand, nous pourrons écrire aussi 

u^{x) = f^-'><'^'>V^{x) (101) 

où 

! V^ (x) I < or- O3 [t, (x)]- ; x>Xo. (102) 

Par conséquent, en prenant x^ suffisamment grand il résulte la relation 

I -.V ;|\P m j fc = constante (indépendante de xy<ZK 

d'où on conclut que la sèrie | Wi (a?) | + 1 «ig (a?) | H h | w^ (i») | H con- 

k 
verge et a une somme U (x) = (i (x) p^"''^^-"^'^ telle que 6 (a?) < . _ , lorsque 

Enfin, quant aux expressions | * (a^, a5,)|f7(aj,) et Y{xi)fr{Xi) (qui se 
trouvent dans les conditions (6) et (e) du théorème li) d'après les équa- 
tions (88), f94), (95) et (95) ces expressions prennent les formes respectives 

H ix X) p<- ->"+» J!ii3Ji. rA(«'..+ 1) Pi: , M^.)pr:'::!!:!!i'i 
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où pour toutes les valeurs de x>Xoy on a 

tIx ) 
6i {Xy x^)<Z ^i " (Hj = const. ilici, de x et a?,), 

Oi(^., r)! <n, ^'^•*(r= 1, 2,... n) et : 0, (or) | < 6 (jj). 

En niénie temps, d'après les équations (83) et (86) le module de chacun dei 

A (x -4- 1) p'» p<"-*)t'i-f»>+-^i 
quotients ~-^ — ir"i\ ' nt — IT IT ^^^^^ toiijours fini. Aìnsi, on voit que lei 

expressions \^{Xy Xi)\U{xi) et y(a5, )/,. (a?,) possèdent les propriétés de 
sirées. 

Il résulte ainsi sous les hypothèses actuelles relatives à l'équation (9 
et aux racines de l'éqnation algébrique (82) que toutes les conditions qu( 
nous avons posées dans le théorènie II sont remplies. 

Nous allons considérer la forme de la serie Y{x) qui se présente dani 
le cas actuel. 

D'après les équations (83) et (86) il vient 

Y (x) = £.., [~ -^^ :^n)V^ ^'^ y-(,;^) ^- 

, w, (a^) , , u^ {^) 1 ^ 

"^ tto (X i n) .'^ ' q "^ a,{x ^n)a'^'q~^ J 

I Y 9'lmv) mj^' al {X + n) T ^'(nijm^^^ \~^~ 



«-«-i 



_^ uijxl u^{x) 

a-o {x + n) (j'"*"* q a-o (x + h 






Mais, en vertu de iios hypothèses relatives aux diiTérences a, (x) — a. r 
avons au moins pour toutes les valeurs de x>Xo — n 



I «0 (a; 4- n) - a« ! < >- ^- - < \ - 1^ < t, (jj). 

Par conséquent, en nous rappelant les équations (101) et (102) nous 
vons écrire pour toutes les valeurs de x>Xo: 
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où c\ = -^-^ et où TI (x) est une fonction de x qui tend vers zèro comme 

Tj (a;) lorsque a? == oo. 

En appliquant le théorfeme II, nous avons donc la formule suivanle pour 
l'intégrale partiCulière y (x) que nous avons obtenue quand on la considère 
au moins pour les valeurs de aj>a?o + w 

»(a5)=r(a;-») = -^ + ^+-- + -^+'-^ (103) 

OÙ c\ = iw;"* cV et où e (a;), comme la fonction yj (a?) employée plus haut, a 
la forme e (a?) = (jf t, (x\ g étant une fonction de x dont le module ne dé- 
passe jamais une certame constante. De plus, en observant que l'existence 
de la condition ao + a, H (-a. =|-0 demande que Texpression 

Ao (x) = ao (x) + a, (a?) + . • • + a, (x) 

ne s*annule pour aucune valeur de x plus grande qu'un certain nombre fixe, 
il résulte du méme théorème II que l'intégrale generale de Téquation donnée (9) 
aura la forme (103) pour toutes les valeurs de x qui déptassenl un certain 
nombre fixe. 

Nous allons considérer certains résultats analogues qui ont lieu lorsque 
toutes les racines de l'équation (82) n*ont pas le méme module p. 

Supposons, en eflfet, que m,, w,,... fn^{h<C.n) soìent les racines dont le 
module est un maximum p, et, au lieu de considérer comme arbìtniires toutes 
les constantes Cj, e,,... c« posons Ca^., = 0*4.8 =. •=:c^ = 0, les autres constantes 
e,, Cj,... Cf, étant arbitraires comme auparavant. Ces hypothèses signifient 
évidemment que nous nous bornons à certaines intégrales particulières au 
lieu de l'intégrale generale. 

D'après l'équation (91) nous avons maintenant pour Texpression 'i-* (a?, a?,) 
la formule 



> '--m 



T-fl 



»^- {X, X,) = — ~^-T tr % — ./r/, , y, F... (a^o 

dans laquelle, pour toutes les valeurs possibles de r et < nous avons 
— - <p. Quant à l'exprcssicn * (a?, a?,) nous avons encore la formule (90) 
mais dans le cas actuel \(^r\<?*"' ^^u lieu de |<ij = c*-*. 
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Par conséquenl, ea posant les mémes hypothèses; cornine auparavant 
pour les différences a, — a, nous arrivons encore aux formules (95) et (98) 
dans lesquelles les fonctions M{x, a?,), N{x, Xi), bien que diflférentes des 
fonctions M(x^ Xi), N{x^ a*,) du cas precèderli, ònf les propriétés indiquées 
par les équations (96) et (99) respectlvement. Mais, cela suflit, comme dans 
le cas précédent, pour nous assurer que le Ihéorème II est applicable. 

Par conséquent, pour toutes les valeurs de x plus grandes qu'un certain 
nombre fixe nous pouvons écrire 

i \ c , , c « , , e ^ , s (a?) 

^ ^^ m: ^ m* ^ ^ mt^ f 

où c"^ = "'\/*' . ' " et où £ (x) a les propriétés signalées plus liaut 

Avant de résumer nos résultats actuels sous la forme d'un Ihéorème 
general, il convient de faire quelques observations générales. 

Ainsi, supposons pour le moment qu'au lieu de commencer par une équa- 
tion de la forme (D) on ait une équation sous la deuxième des fonnes (8), 
c'està-dire 

A, (x) y{x + n) + A,{x)y{x + n-i)-{ \- A^ {x) y {x) = 0. (lOi) 

Supposons que le coefficient A,, (x) soit definì pour tous les enliers positifs 
x> un certain entier a>0 et qu'il tend vers la limite B^ lorsque aj==:oc> 
de sorte que la différence A,, {x) — B^ considérée comme un infìniment petit, 
satisfait aux conditions que nous venons de poser pour l' expression 
a, (x) — a. , 

Or, suivant les indications du § (2 on peut remplacer l'équation ac- 
tuelle (104) par une autre de la forme (9), les coeflBcients «r («<) étant données 
par la formule 

^ (m — r) 1 1 r ! ^ ^ ir — 1 ) ! ^ ' / 

(1(^) 
(n-2)! , (n_r)I , _] ^ ^ 

+ (inr«3)f ^-« (-^^ "1 ' oj~ ^"-» wj • ) 

Mais cette formule montre que les coefficients de Téquation indiquée (9) sa- 
tisforonl à toutes les conditions que nous avons toujours posées dans Té- 
ludo d'une telle é(iuation, pourvu que le coefficient A^{x) (qui ne diflfère 
de ^0 (x) (fue par le facteur sj ne s'annule pus pour les valeurs de iw^a et 
(lifoii ait lini J„(u-)=/?„ ' et lini [a, ^^a-) +a, (jc)H \'a„{x)] = Bo^\=0. 

.»=:oo u=:oo 
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D'ailleurs, quand on a une équation (9) dont les coefficients soni déter- 
minés au moyen des relations (105) l'équatìon (79) pour déterminer les 
fonctions auxiliaires z^ {x) devient 

B^z {x + n) + B^^, z {x + n^ l) -\ rB,z{x) = 0. 

En effet, d'après la relation (105) on a évidemment 

^'^ (M— r)lLrI "^(r— 1)! "-*^ ^ 0! ^-'J 

de sorte (jue les eqiiations (80) se réduisent directement aux autres 
A^ = £^ B„^^ . Par conséquent, Téquation algébrique (82) pour déterminer les 
racines m, , m,,... m^ devient maintenant 

B^ m" + B.., m-'-{ h 5o = 

1 1 1 

de sorte que les quantités — » — ^••- — sont les racines de l'autre 

équation 

Bo W + B^ m**"' H \-B„ = 0. 

Enfin, il suffit d'observer qu'en prenant a sufflsammeiit grand la condi- 
tion A„{x)-^~0, x>0L est satisfaite d'elle-méme d'après l'autre condition 
B„ \-0 pour énoncer le théorème suivant : 

Théorème III. Soit domiée une équation linéaire aux différences finies 
som la forme 

Ao {x) y{x + n) + A, {x) ij(x~\-n—i) + 

+ A, {x) y{x + n-'2)-i hAAx)y{x)^0, 

les coefficients A étant défìnis au moins pour toutes les valeurs entières posi- 
tives de x> un cerlain entier a >0. De plusy supposons que le coefpcient A,, {x) 
tende vers la limite B,. lorsque x = oo de sorte que la différence A,, {x) — B,. 
devient un infiniment petit d'un ordre aiissi grand que celui de Vexpression 

— ^ > T (x) étant une fonction positive Ielle que la sèrie 



converge, par exemple ^ i^) = ^ ' (ì^gi)'^ ' bp-(Iogl-^F' ' ' • ' «"^^ ^>0- 
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Enfin supposons que B^ -h 0» ^- ""h ^• 

AlorSj 9i l'on désigne par >,, >,,.•• K l^ racines {réelles ou imaginaires) 
de Véqualian algébrique 

B, X- + B, X—* + B, X— « + . . . + 5^ = 

on a les résuUats suivants pourvu qtie toutes ces racines soient distinctes : 

a) si toutes les racines X,, X,,... X„ ont le mefite module X V intégrale gè- 
iterale de Véqtiation dannée, quand on considera celle intégrale pour les valeurs 
etttières de x plus grandes qu'un certain nofnbre fixe, prend la forme 

y[x) = c^\'[ + c,'k;^ he, X; + X' e (x) 

oh les quarUités e,, e,,.- e» soni des constantes arbilraires, tandis que Vexpres- 
bion e {x) est une fonctian de x qui lorsque x^(x> devient un infinintent petit 
d'un ordre aussi grand qus celui de Vexpression 

h) si les racines X,, X,,.., X„ n'ont pas le ménte ìnodule et si X,, X,,... 
Xa {h <C n) sont celles dont le module a la valeur minimum X, il existe une in- 
tégrale particulière de Véquation donnée qui, quand on la considère pour les 
valeurs enlières de x plus grandes qu'un certain nombre fixe, prend la fornte 

y {x) = e, Xf + e, Xf 4 h e* XJ + X' s {x) 

oh e,, Cj,.-- e* sont des constantes arbitraires^ tandis que Vexpression z{x) a 
la signification indiquée plus haut. 

14. Nous allons généraliser le théorème précédent en supposant que 
les racines X», X,, Xj,..., X, ne sont pas toutes distinctes. 

Dans ce but, retournons aux considérations des §§ 12 et 13 et suppo- 
sons (comme dans le cas précédent) que les coefficients a©, a,, »,,.-•> «• de 
l'équation donnée (9) soient définis pour tous les entiers a5> un certain 
entier a>0 et tendent vers les limites «oi «u «i?.-» 3^« respectivement lorsque 

x = <x>, où ao -1= 0, «0 + *i + «2 H h «H "-1- 0. En outre, quant aux racines 

w,, m,, m,,..., m^ de l'équation algébrique actuelle, supposons que w,, 
wt,..., mp{p<Cn) soient distinctes, tandis que a, p, y,.--» ^ représentent re- 
spectivement leurs degrés de multiplicité, de sorte que 

« + P + Y H 1- X = n. 

Enfin, mettòns x''' = 1, x''' = a? (a; — 1) (a? — 2) ... (a? — « + 1), {t>ì); alors, 
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il est bien connu que sous nos hypothèses les n fonctions suivantes ; 



constituent un système fondamenlal d'intégrales de Tequatìon (78) ou (79). 

Cela pose, choisissons ces n fonctions comme les fonctions auxiliaires 
^ìy ^2> «^»v> ^n de notre équation (9). Nous allons déterminer d'abord la va- 
leur correspondante du déterminant Q{x). 

Or, nous avons en particulier z^ = x^*'~^^ Zi ^ 1^^^*- P^r conséquent, 
en nous servant de la relation generale (24), nous obtenons 

y Z^ = A* «;<'-»> z^ + 8 ti'-' {X + ly-^^ A fif, + 

+ iiiZliì A- (a- + 2)<^-> A' ^, + . . . ! (^^) 

H h«A(aj + «— ly-^^A-»;?, 4-(aj+«)<'-»>A'5?,; » = 0, 1, 2,... 

Mais, nous voyons directement que 

^'x''' = t{t—ì){t — ^)...(t — 8+\)x'-'\ {8<t) 

A" 2?! = {m, — !)• wf = [x\ m* ; /lik =^ m, — 1 
de sorte que Téquation (106) peut s'écrire sous la forme 



A' z, = wif \{r — 1) (r — 2) . . . (r — «) x'"-'^'' + 



-\-i,^8{r-i){r — ^)...{r — 8+i){x + iy'-'> + 

+ K ''^''^^^ (^-l)(r-^^)>»>(r-^ + 2)(a; + 2)<— ^^> + -' 

. . . + K"' 5 (r - 1) (a? + if - iy'^-^> + K (a: + sf-'^] ; 

(l<r<a). 

De la méme manière, il résulte plus généralement que si l'on pose 
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jA, = »i», — 1 on peut écrire 

^•z, = tnfpr,.{it.,); (l<r<n) 

Oli t=l lorsque l<r<a, f = 2 lorsque a+ l^r< a + p,..., i = p lorsque 
n — X + 1 < »* ^ «, et od 

P... (.«,) = ?: {x + sf-'» + « (r - 1) !>;-'(«+ s - ir-' + 

+ ^T-^ (*" - 1) (r - 2) pir (a; + «_ 2)<-'> + . • • 

+ s(r— l)(r — 2)...(r-» + l)iu.(a; + l)"-' + 
+ (r — 1) (r — 2) . . . (r — «) »<'—". 

Ainsi le délerminant Q{x) prend la forme 

Q {x) = {mf mf MI? . . . miY A. 

où A^ est un délerminant d'ordre n dont les a premières lignes horizontales 
sont 

l>r,o(f^l) l>r,l(!^l) P..2([^i)...Pr.H-l({^l); T = 1, 2, 3 , . . . , a, 

tandis que les (a + l)^»»**, (a + 2)^'"^ . . . , (a + p)^'»»« lignes sont , 

Pr,0 (,^2) Pr.I (f^-s) P.,2 (f^s) • • ' Pr,n-l (f^s) ; T = 1, 2, 3 ,. . . , P, 

et ainsi de suite, les X dernìères lignes étant 

Pr,0 (y-p) l>r.1 (f^p) Pr.9 ([^>) • • • Pr.n-i (!^',>) ; T = 1 , 2, 3, . . . , >. 

Mais, si l'on observe la relation 

Pr^ ([>.) - (r - 1) (a; + « - r + 2y •> p,..,, ({.,) + 

= 5 (« — 1 ) (« — 2) . . . (« — r + 2) (x; - *•+* 
ce déterminant A„ peut se transformer directeraejit dans un autre dont les « 
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premi ères lìgnes horizontales sont 

000...0 (r-1)! ria, ^-Là^^,^^,,, (^^1751)1 1^'"^" r = t, 2,..., à 

taudis que les (ol + ì)^'^ (a + S)^»"*,. . . (a + p)^"'^ lignes sont 

000... (r-1)! r!,/, ill^llll^i,,, ^^^l~^[y^ ><'^-^' r = l, 2,..., p 

et ainsi de suite, les > dernières lignes étant 

000... (r-l)l ria, iTl+lli p^ . . ^J±=^j j,;— • ; r=l, 2,..., >. 

Ainsi, en se rappelant la relation (x, — (y.<u = m, — iw« , on arrive à la va- 
leur suivante pour le déterminant A»: 

A„ = h [{^n, — w,)«jP [(ma — m,)« (m, — i»,)?]v . . . 

. . . [{m^ — m,)* (m^ — m^)^ . . . {m^ — m,)^]^ 
où 

<o = l!2I3!...(a — 1)1 1 !2!3!...(p — 1)!... 1!2I3!...(X — 1)! (107) 

Par conséquent, si nous posons a = mf twf iit^f . . . w* nous avons dans le 
cas actuel 

Q{x) = 'fq, (108) 

q étant une constante par rapport h x ei g-|-0. 



Cela pose, nous allons considérer (en suivant la marche du § 12) le 
délerminant Q^ {x) qui se rencontre dans les relations générales (84) en sup- 
posant d^abord que 1 < r < a. 

Ce déterminant, comme le déterminant Q{x) que nous venons de con- 
sidérer, peut se transformer d'abord dans la forme 



où A^_, est le déterminant d'ordre n — 1 tei que ses a — 1 premières lignes 
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horizontales soni 



000.. .0 {r,-\)l r.lfi, ^^'f ^^V !-- 



2 

(n — 2)! 






Pn.O (f-l) Pr„. (l^-.) Prui (f*.) • • • Pr,^-i (K«) ; r, = T + I , T + 2 , . . . , tt. 

tandis que ses n — a autres lignes sont égales respectiveraent aux lignes 
correspondantes du déterminant A. quand on y neglige les éléments de la 
dernière colonne. 

D'ailleurs, d'après la relation 



(r — s— 1)1 

ce dernier déterminant se transforme directement dans un déterminant dans 
lequel les a — 1 premières lignes sont 

000... (r, — 1)! 000... 0; r, = 1, 2,..., r — 1 

*"•' T^T^rryi »«' *''■"'' .7;^r27i ♦»?«<''-*'... r.! «.7.-' aj r.lt»:. 000... 0; 

**,=r, r+1, r + 2,..., a — 1. 

tandis que les » — a autres lignes sont déterminées respectiveraent par les 
formules suivantes dans lesquelles v, = t», — w, 

000... (r.-l)l r.Iv. ^^^^^ v| . . . ^^^"^^^^^ v;-.- ; 

fi = 1, 2, 3,..., p, 
OOO...O (r. -1)! r.!v. ÌTi+MI ,1 , , , _^^^^^,n-r,-, . 

r, = 1, 2, 3,..., y, 
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000...0(,,_1), r.lv, (!l+il' ,. . . . j_fc|^, 






Ainsì, le déterminant A«_, prend la forme 

A._. = ^ ' ^^ ^(^l'/",~ ^^ ' fn^r-''"' A._.^. (109) 

où A„_^4.i est le déterminant d'ordre n — r+1 dans lequel les a — r+l 
premières lignes sont 

r, ! (rj — 1)1 (r,— 2)! * * ' 

r, = l, 2, 3,..., (a-r) 

tandis que les w — a autres lignes sont respectivement 

(r — r,)I ' (r-r. + l)! ' (r — r,+2)! ' (»-r, — 1)! " ' 

r, = 1, 2, 3,..., p, 

(TL-nlli-v'-. ^' (f+1)! .^,_..,, (n-2)! 

(r — r.)I ' (r — r.+l)l ' (r-r, + "i)I ' („_r, — 1)! ' 

r, = 1, 2, 3,..., y, 



(r — r,)! ' (r— >. + !)!' (r-r.+2)!' • • • (n-r, — i)\' 

Mais, on voit directement que les a — r+1 premières lignes de A„^,.|.i 
données plus haut peuvent se remplacer respectivement par ces autres 

0...0 r, 

r, = 1, % 3,..., a — r. 

Ainsi, en developpant ce déterminant A^_^^i par rapporl aux mineurs 
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d'ordre a — r -^ 1 qui se Irouvent dans ses a — r + t premières lignes, on 
arrive à Téquatioii 



A--.+» = i 'e... D. {X, m,) E. (110) 

sr=0 

où s^^ représente une puissance convenable de — 1 el D, (a?, w») et E, sont 
des déterminants d'ordres a — r, n — a + 1 définis comme il suit : les s pre- 
mières lignes du déterminant 7), (a;, nii) sont 

_^J_ {x-r,-l)lm:r^ 0... 

... »•. 

et ses a — r — 6» autres lignes sont 

^^;^-J_ (^+rO^^ 000... 

... r, + 1 

r, = 5, « + 1, s + 2,.,., a — r — 1 
de sorte que 

tandis que les ligaes du déterminant E. sont 

r(r + «-r, + l) ' r(a — r.) " r(a — r. + l)' 



r(r + « — r, + l) ' r(« — r.) ' r(a. — r, + l) ' 



•••r(»-r,) ' ' ^'-l'2'3,..., r 



{r + s~ 1)1 _,_ al (« + 1)1 ,-.,^, 

r(r + s_r, + 1) ' r(«_r,)' rix-r.+iy' 

(»-2)! ^,_._,. ^^_j^ 2, 3,..., \. 



V (n - r.) 



t h K / #• <•. Nm «4^ ^iMlÀU'MKv l«ft:*r.;#«9 






I 

\ 






■.-'Il «i. "T =■ a.. ^=:iL«PmmL, - •*. 



e . •m n. ' jym ti -• L144 i>ar 

.1" 






nói 



/ 



'•— i 



llhk 
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Mais (comme dans le cas précédent) nous avons 



r=» 



K fr {x) = 2 e. A— [(a. - a,) z,] ; e. = (- 1)', 

««0 

de sorte que nous pouvons écrire dans le cas actuel 

^i\ 0-1) x'^ A-' [(a. — a,) a;^'-*^ mT] 
e^ f^ (x) = x^* *^ iHf 21 ^* ^ • '/ u _ 



x^""'^ mf 



«=H 



e. A K («) = »"""»»? 




= a;<-"mf(a — a)flr,(aj), 
A— [(g. - g.) a?'-" wf j 



l<r<a 



<•■-') «11* 



05' 'nt; 



> 



= a5<-'>w*(a-a)j;.+,.(a;), l<r<p 



(117) 



f ( \ (.-.. ."v A"- [(a. — a.) «<•■-'>«»'] 



= x"-- '* w; (a — a) i;._i+, (x), 1 < r < X 



où a — a représente la plus grande des valeurs a. — a,, 0<»<n considé- 
rées pour une valeur donnea de x et où g,. {x), 1 < r < n est une fonction 
de X qui tend vers une limite bien définie lorsque a; = co. 

Àinsi, l'expression q(x, 05,) prend la forme 



\ 



r=.a 



q {x, »,) = e. (» 4- - 2)<9-=> [a («,) - aj of wf J^a^l"-' (/. («.) ". («) + 

+ 0? wf . 2, «!•■"" flf.+, (a?,) «.+, (a;) + • 



+ 



+ ojw;' 2 «i' '» g._i^r («5.) ".-iv (a5) 



ou 



-.t^ 



g (o5, 05,) = 05* '[a («,) — a] 05,9"' \ af mf> h, {x, 05,) 



(118) 



OÙ la fonction fe, (a5, a?,) considérée pour toutes les valeurs de x et a?, suffi- 
samment grandes est telle que \h,{x, Xi)\<Zh= const. indépendante de a; 

et ojj. 



ra» ••• 
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Ainsi, on peut écrire aussi 

u^ {x) = * {x, X,) * (oj, , 0?,) . . . * {x^_, , x^_,) V (i»,_, , x^) = 

où P(a?, a?i, aj,,..., a?^) a les propriétés de la fonction P{Xy a?,, a?8,..., a?^) 
de réquation (100). 

Il résulte maintenant, comme dans le cas du § 13, que pour toutes les 
valeurs de x suffisamment grandes la serie infmie (qui se trouve dans l'é- 

noncé du théorème II) \ui{x)\ + \Ui{x)\-\ \-\u„{x)\-\ converge et 

a une somme U(x) de la forme U{x) = f) (x) x^~' p<— »><'+'> où (x) < n^ = const 
indépendante de x. De plus, d'après la relation (119) on peut écrire aussi 

1 4> {X, X,) I U{x,) = x^-' p<-»><'+»> e (a?, X,) (125) 

où pour toutes les valeurs suffisamment grandes de x et a?, on a 

-: (x) 
0(a:, Xi)<C^:, > Oj = consL indépendante de x et a?, 

Xi 

de sorte que cette expression a les propriétés demandées par le théorème II. 
En méme temps, il résulte que 



*»l=00 



Y{x,)f,.{x,) = f^{x,) 2 «»(«,) = 



m=j 



^ A {X,) f A {X, + 1) e, (x,) x^' p<"-'>^-i-^^ > 

«0 {x, + n)[Q {x, + 1)"^ Q{x, + 1) 

où pour toutes le valeurs de Xi suffisamment grandes on a | O, (aJi)|<l. 

Mais, d'après notre hypothèse relative aux différences a, — a, et les re- 
lations (117), on voit que pour une valeur quelconque de r, 1 ^r<n on 
peut écrire 

f.{x^) = ^,{x,, r) ^^— ' 

i ^4 (^1 y ^) ! ^ ^« - — ^ ' ^6 = consL indépendante de x^ , 

a?, 

ajj étant suffisamment grand. Par conséquent, le produit Y(a;,)^(a;,)prend 
la forme 

9.(^1, r) r A{x, + i)p'^ e.(a?Op^"-'>^-»^'>+-i i 

ao{x,+n)[xr'Q{x,-{-ly Q{x, + \) \ 




UzftkUe 



,^ -s^r'^--* 



4jU^ 



•*-i- '-•^ 



. .e»:ja===^^- - 
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De plus, en nous rappelant que Texpression (a? — a — t-y***^^ g,. (x+ì) est 
un polynóme de degré a — r en a? nous voyons que le premier terme du 
seeond membre de Téquation (126) a la forme 



1rs=o 



«»!+' Mi 



r-ì 



CrX' -, 



c', , c'j,..., e a étant des constantes arbitraires. De la méme manièro, le deu- 
xième, troisième,..., p^^^ termeó du seeond membre de Téquation (Ì2tì) ont 
respectivement les formes 



w 



•=1 



mr r=l 



w;^' ,.^1 



c'a^i, c'a+2,..., c'« étant des constantes arbitraires. 

Pour toutes les valeurs suffisamment grandes de x nous pouvons donc 



écrire 



1 r=a 



i' (i») = :n^ li e' • *-"' + 



1 •^., 



wf^- — 1 



»»?^' s 



«+r 



.»— 1 



X'-' H 1- 



j 



m 



' '*.',,_,^^-.+5!^^), ì 



(127) 



ar+l 



p rr 



p 



les constantes e,, Cj,,.., c'„ et la fonction vi (a?) ayant les propriétés données 
plus haut. 

Nous avons donc établi l'équation (127) en supposant que toutes les 
racines w, , wi,..., m^ ont le méme module p. Si cette condition n'est pas 
femplie et queiu, ,..., Wg, w^ {h<Cp) représentent celles de ces racines dont 
le module est maximum, on trouve directement l'équation analogue 



y (-) = 4- 2'''" «'"' +^ I ^'<-^'~' + • • • + 



+ i;^^|jc«+?f-fM-.- 



x*"-' -\~ 



x®"* Y) (a?) 



P' 



r^-I 



les constantes e',, c'j,..., c'«^.^p..4.i}.5 et la fonction ti (x) ayant les propriétés 
signalées plus haut. En eflfet, il suflfìt pour établir cette relation de suivre 
ancore la marche de la recherche analogue du § 13. 

Ainsi, en appliquant le théorème II et en faisant encore les observations 
relatives à l'équation (104) nous arrivons au résultat general suivant: 

AnnaU di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 43 



» 



Sur la multiplication 
des séries trigonométriques. 



(Par Niels Nielsen, A Copenhague,) 



Il est bien connu que M. Phinosheim (*) a donne, il y a vingt ans à peu 
près, un théorème concernanl la multiplication, selon la règie de Gauchy, de 
deux séries trigonométriques aux coefficients positifs ou alternés. Dans la 
Note que voici je me suis propose de généraliser comme suit le théorème 
susdit de l'éminent geometre allemand: 

Supposons que les coefficients réels ou complexes des séries trigoìioniétrp- 
qties convergentes 

nznoo 11=300 

fi i^ì = 2 »« cos n X, flr, (x) = 2 a„ sin n x 

••=1 ff=! 

H=» N=00 

/*2 {x) = y. K cos n X, g% (x) = 2 ^« sin n x 
satisfassent aiix deux conditions suivantes, savoir V 

8=n ì 

lim 2 !»-&.-. 1=0 (1) 

2," qti'une des quatte séries à termes positifs 

''S'i^-^^-fiU "S" I &H it 6:,-, ! (2) 

soit convergente ; tons les produits obtenus en multipliant une des quatre séries 

fi {x), f, (x — tt), g, (a?), g, {x - -) 



(•) Mathenwtische Annahn, t. 26, p. 157-166; 1885. 
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par une dea quatte aulres séries 

/f {x)y u {^ — -). g^ (35), flf. (« — 'f ) 

peuvent étre dévéloppés d'après la règie de multipUcation de Cauchy. 
Quant à la démonstration de ce théorème, désignons par 

deux séries convergentes, puis raettons 

Abel (*) a déraontré que la règie de Cauchy', savoir 



8 8,= 2 ^« (*) 

n=l 

est appliquable, pourvu que la sèrie infinìe qui figure au second membre 
de (4) soit convergente aussi, condition qui est nécessaire et suffisante à la 
fois. 

On sait que M. Pringsheim a dèmontré son théorème susdit en prenant 
pour point de départ la proposition d'ABBL; dans ce qui suit, nous avons 
à appliquer une méthode entièreraent differente. A cet eflfet, mettons dans (3) 

8 = 8^ + R„, S,=8\ + R\ , 

un calcul direct donnera 

8n 8\ = 2 *^« + ^^ . (5) 

où nous avons pose pour abréger 



ce qui montrera que la condition 

lim I B\ I = (7) 



n=oo 



(•) Journal de (^reUe, t. 1, p. 318; 1S26. (Euvres, t. I. p. 226. 
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est aussi à la fois nécessaire et suftìsante pour rapplication de la règie de 
Cauchy. 

On sait, d'après le théorème de M. Mbrtens (*) que la condilion (7) est 
certainement satisfalle pourvu qu'une seule au moins des séries (3) soit ab- 
aolunienl convergente, ce qui n'est pas nécessaire. 

Cela pose, considérons d'abord le produit 

A {^) f% {^) = ^ a^co^nx' y ^» cos n x, (8) 

N=i >Sl 

nous aurons pour le terme de reste (6) cette expression 

B:\ = y a. cos « 05 . 6^ cos n x + 6«_, cos (n — 1) a; H + j 

+ ^H-.-hi COS (w — 5 + 1) op ) ; ] 
supposons maintenant convergente la sèrie 

X 

puis multiplions par 2 sin ^ les deux membres de (9), nous aurons après 
une transformation très simple 

2 sin ^ . iZ, = ^ — B + C, 

Olì nous avons pose pour abréger 

A =b„ sin in -^ -^^y\ X ' ^ a, cos s x 

B = ^ a. 6h-.+i . cos « 05 . sin I H — s + -^\x 

= 2 ». COS 5 a; . ( U„_,^i + C^H-.+2 H h C^.-,), 

où il faut admettre dans C: 



Up = {K — K^i) sin |i> + -~j X, 



de sorte que la sèrie à termes positifs 2 | J7„ | est convergente. 



(•) JoumcU de Creile, t, 79, p. 182 ; 1875. 
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Il r 



Cela pose, il est éyidemment possible de déterminer un positif entier N 
tei que pour n>N: 

ce qui donnera finalement pour n>N 

e 



IR'. 



2 



' 9 

X 



sm-g 



ce qui montrera que le produit (8) peut toujours étre développé d'après la 
règie de Gauchy, pourvu que x ne soit pas un multiple de 2r. 
Supposons convergente la sèrie 



nous avons à ètudier de la inéme manière le produit 

2i?^cos-J 

et ainsi de suite pour tous les autres produits mentionnés dans le théorème ; 
telle est la démonstration complète de notre théorème énoncé. 

Supposons particulièrement positifs les deux suites de coefBcients a„ et 
b^\ puis supposons 

a.+, < «n , K^i < b. , lim a, = 0, lim 6, = 0, ( 10) 



il sauté aux yeux que deux des quatre séries (2) sont convergentes et que 
la condition (1) se réduira à celle-ci 

lim 2f cr,6_ = 0; (li) 

c'est-à-dire que les deux séries à termes alternés 

M=«0 91=00 

tl=l H=l 

peuvent étre raultipliées d'après la règie de Caughy, d*où la proposition 
suivante : 

Supposotis nmUipUcables d'après la règie de Gauchy les de%ix séries auao 
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■^«^^H^^ 



termes altémée 3S (— l)""^a^ et X( — 1)*"*6.„ toua les produUs des séries trigo- 
nométriques ìnentionnées dans le fhéorhne general petivent étre développés d^après 
la règie de Gauchv ausai. 

Dans ses recherches aussi profondes qu'ingénieuses sur la mulliplication 
d'après la règie de Cauchy de deux séries non absolument convergenteB 
M. Pringsheim (*) a remplacé la condition (11) par ces deux autres 

lim a. (6i + 62 H h 6.) = 

(12) 



14=00 



limò, {a, + a,-\ \-a„)=0 



ft=JO 



qui soni équivalentes à (11) mais plus faciles à appliquer. 
Posons par exeniple 

où a et p désignenl des nombres positifs! tels que a + P>I, tandis que 
<p(w) est une fonction positive de n qui croit constamnient avec n, de 
sorte que 

lim 9 (n) = 3o, lim =-^^ = quantité finie. 



9f=3C nsaOO 



logn 



Pour étudier maintenant les deux conditions (12), posons pour abréger 

^- ^ ^(iij i"ì? + 2? ^ ^ ^j 

" nP \l-^(l)"^2«(p(2) ' ^n»o(n)j' 

puis appliquons l'inégalité evidente 



n 



1 ^ e dx 

nous aurons 



<?.< 



n'-^-f^ . 1 



n* 9 



7--: • 05 f^ d p < — T-r- < — — ; 
(n) j *^ (p(w) ='?(w)' 



(•) Mathematische AnnaUn, t. 21, p, 327-328; 1883. 
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quant à 9\ , désigaons par p un positif enlier qui deviendra infinimenl grand 
avee n mais de sorte que 

lim (p . n~?) = 0, 

nous aurons 



d'où sans peine 






c*est-à-dire que les conditions (12) sont remplies dans ce cas. 
Prenons cornine seeond exemple 

1 1 

a, = — T-T» 6^ = — > (14) 

<p (n) n ^ ' 

où 9 (n) est du méme caractère que dans (13) mais Ielle que nous ayons ici 

lim iW _ ^ ijnj yW _ (15) 

H=oo logn ' n=oo log n . log (logn) ' ^ ^ 

nous verrons par le méme procède que les conditions (12), soni remplies dans 
ce cas aussi. 

Gomme troisième exemple supposons convergente la sèrie 

a» 6, + a, 6, -f a, 6, H (16) 

nous aurons de notre proposition susdile prècisèment le llièorème énoncé 
de M. Pringsheim. 

Remarquons en passant avec M. Pringsheim (*) que la convergence de 
la sèrie (16) est suffisante mais point de toul nécessaire pour la mulliplica- 
lion d'après la règie de Gauchy les deux sèries à lermes allernés en ques- 
tion, comme le montrent clairement nos §éries particulières (13) et (14) du 
reste. 

Étudions maintenant plus amplement nos produits des sèries Irigono- 



(•) Mathematische AnncOen, l. 21, p. 349, t. 26, p. 165. 
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■ » 

raélriques, nous verrons que la condition relative à la convergence de la 
sèrie (16) joue un ròle essentiel pour la transformalion des produits susdils. 
Étudions d'abord le produit 

»t=:oo US 00 

fi (^) • fi (^) = il »H cos w a? . 2 ^« ^^^ ^* ^9 

Nel n=l 

nous aurons un développement de la forme 

A {x)f,{x)=U,+ U, + U,+ U, + '''^ (1 7) 

où nous avons pose pour abréger 



;n 



f/^ = y a. 6^_, COS s X COS (n — s) ir, 

d'où, en mettant 

n\ = a, 6,^1 + a, 6,_s H \- a,., 6, , (18) 

nous aurons aprèfe une simple transformalion 

< -"- 
1 1 =^ 

V^ = ^.- n\ COS nx + -^- • 2' (^- &--« + 6. »h-.) cos (n —^8)x. (19) 
^ -^ «=i 

Posons ensuite 

A (^) g. {^) = u\ + v\ +u\+u\ + '" (20) 

ffi (aj)flr. (oc) = y% 4- f/\ + U\ -t- f7\ + . . . (21) 

nous aurons de niéme 



U\ = 



1 . 1 ^ - 



\= ^w^sinnxn- ,y • S (n. 6_ - a_6,) sin (h - 2i<) j^ (22) 



< " 



f/". = - -g >t;. COS n X + -^- • 21' («^ &«-. + »-_. 6.) eos {n — '2s)x; (23) 



dans (19) et (23) l'accent fìxé au signe de sommation indique qu'il faut 
prendre la moitié du terme qui, pour n pair, correspond à ^s = .n. 

Les formules (17), (20), (21) sont appliqtiables pour les séries trigonomé- 
triques considérée^ dmvs ìwtre théorème general. 
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iK_ 



Ordonnons mainlenant selon des fonctions trigonométriques des multi- 
ples de X les trois séries en queslion, nous aurons fornisllenienty en posant 
pour abréger 






(24) 



• • • » 



ce qui doiinera parliculièrement 

Ao = Bo = a, 6, + a^ 6s + «3 63 H » (25) 

ces développements 

A («)/«(«) = y -4» + -g • ^ («;. + ^. + 5.) cos » X 

A (a;) 17, (05) = 4- • "2 (»«'- - ^- + B.) sin n x > (26) 

1 1 fl=0O 

flfi(a?)flf2(a:)=-2 ^ + "2 • 2 {—^v, + A, + B,)cosnx, 

où il faut admettre w, = 0. 

Gela pose, les formules fortnelles (26) donneront cette proposition remar- 
quable el nouvelle, je le crois : 

Supposons multiplicables d'après la règie de Gaughy deiix séries trigoìtO' 
niétriqìies, le produit aitisi obtenu ne peut pas gémralenient étre ordonné selon 
des cos et sin des muUiples de x, savoir étre transformé fontieUenient dans une 
sèrie trigonoììiétrique ordinaire. 

G'est précisement cette proposition qui montre clairement le róle essen- 
tiel qui joue dans ce problème la condition de M. Pringshbim. 

En eflfet, supposons positifs les coefficients a„ et 6» et convergente la sèrie 
(16), toutes les séries A^ et B^ définies par (24) sont évidemment conver- 
gentes aussi; de plus nous aurons facilement 

lira X = lira 5, = 0, ^ ('^^^ 



ManOO 



ce qui montrera claireraent la convergence des trois séries trigonométriques 
qui figurent aux seconds membres des forinules (26). 
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